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Vorwort

Assoziationsschemata wurden erstmals ca. 1950 von Bose und Shimamoto als kombina-
torische Objekte explizit definiert [3]. Tatséchlich ist die Struktur eines Assoziationssche-
mas auch schon in einem Artikel von Bose und Nair von 1939 zu erkennen, in dem sie
sich mit partially balanced incomplete block designs beschiftigten [2]. Seit Assoziations-
schemata Ende der 50er Jahre durch dquivalente Axiome auch als algebraische Objekte
untersucht wurden, wurde mit ihnen in vielen mathematischen Bereichen wie etwa der
Codierungstheorie gearbeitet und viele Probleme lassen sich auf natiirliche Weise in die
Theorie der Assoziationsschemata iibersetzen.

Grob gesagt besteht ein Assoziationsschema aus einer endlichen Grundmenge X und
einer Partition des kartesischen Produktes X x X. Wenn die Partition einige besondere
Axiome erfiillt, so spricht man von einem Assoziationsschema. Wegen der Ahnlichkeit
dieser Axiome zu den Gruppenaxiomen wird die Theorie der Assoziationsschemata oft
auch als “Gruppentheorie ohne Gruppen® bezeichnet. Beispiele sind:

e die oben genannten Designs in der Designtheorie

distanzregulire Graphen in der Graphentheorie

besondere metrische Rdume (dazu gehoren insbesondere das Hamming- und das
Johnson-Schema in der Codierungstheorie)

eine endliche Gruppe mit ihren Konjugationsklassen

die Menge der k-dimensionalen Untervektorrdume von [y
e das Assoziationsschema von symmetrischen Bilinearformen iiber F,

Mit Letzterem werden wir uns in dieser Arbeit hauptséchlich beschéftigen.

Diese Arbeit soll eine Einfiihrung in die Theorie der Assoziationsschemata geben und
sie mit der Codierungstheorie verbinden. Dazu werden in Kapitel 1 die grundlegenden
Begriffe definiert und an Beispielen verdeutlicht. Anschliefsend wird in Kapitel 2 das As-
soziationsschema der symmetrischen Bilinearformen definiert und einige Eigenschaften
werden angegeben. In Kapitel 3 gehen wir dann genauer auf Teilmengen in Assoziati-
onsschemata und den Begriff des d-Codes ein und vergleichen ihn mit dem klassischen
Codebegriff aus der Codierungstheorie. Schlieklich benutzen wir die aufgestellte Theo-
rie in Kapitel 4, um Schranken fiir d-Codes im Assoziationsschema der symmetrischen
Bilinearformen herzuleiten. Zum Schluss wird ein kleiner Ausblick auf noch ungeldste
Probleme gegeben, an denen weiter geforscht werden kann. Wir werden dabei sehen, dass
sich das Finden von moglichst guten Codes, wie es in der Codierungstheorie betrieben



wird, direkt in die Theorie der Assoziationsschemata iibersetzen lasst. Dort stehen uns
dann weitere Methoden dafiir zur Verfiigung.

Natiirlich ist es nicht moglich, die komplette Theorie in dieser Bachelorarbeit darzulegen.
Es gibt viele weitere Begriffe sowie Moglichkeiten, Assoziationsschemata zu untersuchen,
die in dieser Arbeit nicht genannt werden. Auferdem werden Beweise weggelassen, wenn
sie zu komplex sind und den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirden, wenn sie zu weit
vom Thema wegfiithren oder wenn sie zu viel Vorbereitung benotigen.
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1 Grundlagen

In diesem Kapitel definieren wir Assoziationsschemata und Begriffe, die zur Untersu-
chung notig sind. Dazu werden lediglich Grundkenntnisse aus der linearen Algebra (siehe
etwa das Buch von Beutelspacher [1]) benotigt.

1.1 Grundbegriffe

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen der Theorie der Assoziationsschemata be-
schrieben. Dafiir folgen wir der Arbeit “An algebraic approach to the association schemes
of coding theory* von Delsarte [4] und Kapitel 21 des Buches “The Theory of Error-
Correcting Codes “ von MacWilliams und Sloane [10].

Definition. Sei n € Ny. Ein Assoziationsschema mit n Klassen ist ein Paar (X, (R;),)
bestehend aus einer nichtleeren, endlichen Menge X mit |X| > 2 und nichtleeren Rela-
tionen R; C X x X, 1=0,...,n, sodass gilt:

(A0) URi =X xXund R,NR; =0 fiir alle 4,5 € {0,...,n} mit i # j, d.h. (R,
i=0
ist eine Partition von X x X.

(A1) Ry ={(z,x) € X x X |z € X}, Ry ist also die identische Relation.

(A2) Fiir jedes i € {0,...,n} gibt es ein j € {0,...,n}, sodass R;' = R;. Dabei
bezeichnet R; ' = {(y,2) € X x X | (z,y) € R;} die zu R; inverse Relation.

(A3) Es gilt fiir alle 4,7,k € {0,...,n}: Fiir ein festes Paar (z,y) € Ry ist die Anzahl
der z € X, sodass (z,2) € R; und (z,y) € R; eine Konstante pf;, die nur von
1,7 und k abhangt, nicht aber von der Wahl der Elemente z und y. Diese Zahlen
heifen Schnittzahlen (engl. intersection numbers) des Assoziationsschemas.

Gilt p; = pf; fiir alle 4, 5,k € {0,...,n}, so heikt das Assoziationsschema kommutativ.
Gilt R;l = R, fiir alle i € {0,...,n}, so heilt das Assoziationsschema symmetrisch.
Axiom (A2) definiert eine Involution o : {0,...,n} — {0,...,n}, i = %, durch R}x =
R;'. Bei einem symmetrischen Assoziationsschema ist o also die Identitit auf {0, ..., n}.
Die Zahl v; == p., heikt die Valenz (engl. valency) von R;.

Im Folgenden bezeichnen wir mit R kurz das System der Relationen eines Assoziati-
onsschemas, also R = (R;),. Aukerdem seien alle betrachteten Schemata kommutativ.
Dies reicht aus, um die bekanntesten Assoziationsschemata zu untersuchen. Insbeson-
dere sind alle in der Einleitung genannten Beispiele kommutativ. Einige Frgebnisse wie
und gelten aber auch fiir beliebige Assoziationsschemata.
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1.1 Beispiel. Aufgrund von Axiom (A1) und der Forderung |X| > 2 gibt es kein As-
soziationsschema mit 0 Klassen. Denn R, enthielte nur die Paare der Form (z,z) mit
x € X, dies kann aber wegen | X| > 2 noch nicht ganz X x X sein. Wir betrachten also
nun den Fall n = 1:

Es sei X eine beliebige endliche Menge mit mindestens 2 Elementen. Benotigt werden
zwei Relationen Ry und R;, sodass Ry und R; eine Partition von X x X bilden und
dabei Ry die identische Relation ist. Offenbar muss dann Ry = (X x X))\ Ry gelten, also
Ry = {(z,y) € X x X | # # y}. Dann gelten (A0) und (A1), und wegen R;' = Ry und
R;' = R, dann auch (A2).

Fiir (A3) rechnen wir die Schnittzahlen explizit aus (es wiirde auch reichen zu argumen-
tieren, dass sie konstant sind). Um die p?j zu berechnen seien zunichst z,y € X mit
(x,y) € Ro. Im Folgenden schreiben wir anstatt (z, z) € Ry kurz = z und anstelle von
(x,z) € Ry kurz x # z, da dies jeweils dquivalent ist. Wir suchen nun:

e py = Anzahl der z € X mit x =z und z =y
e pY, = Anzahl der z € X mit x = z und z # y
e ply = Anzahl der z € X mit z # z und z = y
e p{, = Anzahl der z € X mit x # 2z und z # y

Man sieht sofort, dass die Schnittzahlen nicht von der speziellen Wahl des Vertreters
(x,y) € Ry abhéngen, da es nur um Gleichheit oder Ungleichheit geht. Wegen = = y
erhalten wir sofort p), = 1,3, = pJ; = 0 und pf;, = |X| — 1.

Auf vollkommen analoge Weise berechnet man die Schnittzahlen pj;. Dazu wéhlt man
nun z,y € X mit x # y beliebig (beachte | X| > 2) und z#hlt wieder dieselben Anzahlen
wie zuvor (natiirlich hingen die Anzahlen auch hier nicht von der speziellen Wahl von
z und y ab). Mit @ # y erhalten wir pj, = 0,pj, = p; = 1 und pj; = |X| — 2. Damit
haben wir (A3) gezeigt und (X, (Ro, R1)) ist ein (symmetrisches und kommutatives)
Assoziationsschema mit einer Klasse.

1.2 Bemerkung. Ein Assoziationsschema (X, R) ldsst sich als vollstandiger, gerichteter
Graph mit den Elementen von X als Ecken veranschaulichen, dessen Kanten mit den
Zahlen von 0 bis n beschriftet sind. Zwei Ecken x,y € X sind genau dann durch eine
mit ¢ beschriftete Kante (kurz i-Kante) von x nach y verbunden, wenn (x,y) € R; (also
kann man im symmetrischen Fall auch einen ungerichteten Graphen betrachten). Dann
ist v; die Anzahl der von einem beliebigen Punkt x € X ausgehenden i-Kanten, ist also
der (Aufen-)Grad von x im Teilgraphen, der nur aus i-Kanten besteht. Die Valenz wird
deshalb manchmal auch Grad genannt.

Axiom (AO0) liefert die Vollsténdigkeit des Graphen und schlieft Mehrfachkanten aus.
Wegen Axiom (Al) ist jede Ecke durch eine mit 0 beschriftete Loop zu sich selbst
verbunden, und nach Axiom (A2) ist das Umgekehrte einer i-Kante eine i”-Kante. Axiom
(A3) sagt schlieklich etwas iiber die Anzahl bestimmter Dreiecke aus: sind 2 und y durch
eine (i.A. gerichtete) k-Kante verbunden, so ist die Anzahl der Dreiecke bestehend aus
dieser Kante sowie einer i-Kante von z nach z und einer j-Kante von z nach y fiir
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ein z € X gleich pfj, unabhéngig von der Wahl von = und y. Beweise konnen so auch
kombinatorisch iiber das Abzdhlen in vollstdndigen Graphen gefiihrt werden.

Wir formalisieren kurz die Bedeutung der Valenz, die auch schon in der Interpretation
als Graph deutlich wurde:

1.3 Satz. Sei (X, R) ein Assoziationsschema mit n Klassen. Fir jedes i € {0,...,n}
qgilt:
v, =H{z€e X |(z,2) € R}

fiir ein beliebiges x € X.

Beweis. Sei (X, R) ein Assoziationsschema und (z,x) € Ry beliebig. Dann gilt:

v =poe = |{z € X | (x,2) € Ry und (z,7) € Ry }|
=|{z€ X | (z,2) € R},

denn es gilt (x,2) € R; <= (z,7) € Rio. O

Wie hilfreich die Interpretation eines Assoziationsschemas als Graph sein kann, zeigt
der folgende Satz, in dem einige einfache Rechenregeln zusammengefasst sind.

1.4 Satz. Sei (X, R) ein Assoziationsschema mit n Klassen. Dann gilt:
(¢) 2 vi=|X]

(b) ph; = pho = 0 fiir alle j, k € {0,...,n}
(c) Pf}:p?;ig fir alle i, 5,k € {0,...,n}

Beweis. Zu (a): Nach zahlt v; die von einem Punkt x ausgehenden i-Kanten. Wegen
Axiom (A1) sind je zwei Punkte durch genau eine j-Kante und eine entgegengesetzte
j%-Kante fiir ein j € {0,...,n} verbunden (insbesondere gibt es auch eine Kante von
x zu sich selbst). Die Summe iiber die Anzahlen der von einem Punkt x ausgehenden
i-Kanten fiir ¢ = 0,...,n ist also gleich der Anzahl aller von x ausgehenden Kanten,
also gleich | X|.

Zu (b): Es sei (z,y) € R;. Dann gilt

pe; = {2z € X | (z,2) € Round (z,y) € R;}|
=Nz € X |z=xzund (z,9) € R;}|
=NHze X |z=zund (z,y) € R;}| = 0.

Vollkommen analog beweist man p¥, = ;5. Alternativ kann die Gleichheit auch wieder
graphentheoretisch bewiesen werden: Seien z,y € X durch eine k-Kante von z nach y
verbunden. Wir suchen nun die Anzahl der Dreiecke bestehend aus einer 0-Kante von x
nach z und einer j-Kante von z nach y fiir z € X. Da die 0-Kanten genau die Loops des
Graphen sind, muss z = x gelten, und da genau eine Kante von x nach y existiert, gibt
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es so ein Dreieck offenbar genau dann, wenn j = k gilt.

Zu (c): Wir zeigen, dass die Anzahlen der entsprechenden Dreiecke iibereinstimmen.
Fiir jedes Dreieck, das man fiir die Schnittzahl pfj zahlt, erhalten wir ein neues Dreieck,
indem wir die drei beteiligten Kanten riickwérts laufen. Das so entstandene Dreieck ist
dann eines der Dreiecke, die fiir die Schnittzahl pfgia gezidhlt werden miissen. Da die
Zuordnung von Dreiecken fiir pf; zu Dreiecken fiir pf;,, nach den Axiomen (A0) und
(A2) offenbar bijektiv ist, folgt die Behauptung. H

1.5 Korollar. Jedes symmetrische Assoziationsschema ist kommutativ.

Beweis. Ist (X, R) symmetrisch, so gilt ¢ =i fiir alle ¢ = 0,...,n. Mit (L.4c) folgt dann
Pl = Plow = 15

fiir alle 4, j,k € {0,...,n}. O

Die Formulierung “symmetrisch und kommutativ® in Beispiel war also iiberfliis-
sig. Dies rechtfertigt auferdem, dass wir nur kommutative Assoziationsschemata be-
trachten, denn damit untersuchen wir auch alle symmetrischen.

Wir schauen uns nun das erste konkrete Schema an, ndmlich das Hamming-Schema.
Dieses Schema ist, wie wir in Kapitel 3 sehen werden, von besonderer Bedeutung in der
Codierungstheorie.

1.6 Beispiel. Sei g eine Primzahlpotenz und n € N. Dann heikt H(q,n) = (Fy, (R;)i,)
mit den Relationen
Ry = {(z,y) € F}; x F | d(z,y) = i},

das Hamming-Schema der Liange n iiber F,. Dabei bezeichnet d(z,y) den Hammingab-
stand von x und y, also

d(z,y) = i € {1,...,n} | & # yi}].

Offenbar bilden die R; eine Partition von I} x [y, also gilt (A0). Da d eine Metrik
ist, sind auferdem (Al) und (A2) erfiillt. Insbesondere ist H(q,n) symmetrisch. (A3)
folgt aus der Translationsinvarianz des Hammingabstandes und der Tatsache, dass die
Translation in I} bijektiv ist, denn fiir (v,y) € Ry gilt

P ={z € F! | d(z,2) =i, d(z,y) = j}|
= {z €F} | d(0,2 — 2) =i, d(z — z,y — x) = j}]
= {Z e Fy | d(0,2) =4, d(Z,7) = j}|

fiir ein Element y € F}. Da die Grundmenge des Assoziationsschemas ganz Fy ist, sind
mit z,y,2 € Fy auch y — x, z — x Elemente von Fj. Die Menge der z € F}, die wir fiir
pfj beziiglich der Vertreter (z,y) € Ry zdhlen miissen, steht also iiber die Translation
mit —z in einer Bijektion zu der Menge der Elemente, die wir fiir pf] beziiglich der
Vertreter (0,y) ziahlen miissen. Beachtet man, dass Permutationen und Skalierungen der

10
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einzelnen Kintrige keinen Einfluss auf den Hammingabstand haben, so kann man wegen
des obigen Argumentes die Menge der z € Fy, die beziiglich z und y gezédhlt werden
miissen, bijektiv auf die Menge der z € I abbilden, die man zéhlen muss, wenn man x
als 0 und y als das Wort mit £ Einsen gefolgt von n — k Nullen wahlt. Da dies ein festes
Paar von Worten ist, hiingen die Schnittzahlen also nur von ¢, 7 und k£ ab, nicht aber von
der Wahl der Vertreter x und y. Also gilt (A3) und damit ist H(g,n) ein symmetrisches
Assoziationsschema.

Wir berechnen nun die Valenzen von H(g,n) und im Fall ¢ = 2 auch die Schnittzahlen.
Man beachte, dass (1.7)) zwar fiir ¢ = 2 ein Korollar aus (1.8)) ist, (1.7) aber auch fiir
beliebige Primzahlpotenzen ungleich 2 gilt.

1.7 Satz. Fir das Hamming-Schema H(q,n) gilt
n .
=1, |(@—1)
v (Z) (¢—1)

Beweis. Fiir ein festes x € IFy ist v; nach die Anzahl der z € Fy, sodass (r,2) € R;
gilt. Also ist v; die Anzahl der Vektoren z € Iy, die zu x den Hammingabstand ¢ haben,
sich also an genau ¢ Stellen von x unterscheiden.

Sei nun x € F} beliebig. Es gibt (T;) mogliche Kombinationen der Stellen, an denen z
sich von x unterscheiden kann. Fiir jede solche Moglichkeit gibt es pro Stelle genau g — 1
Elemente aus [Fy, sodass sich z an dieser Stelle von = unterscheidet. Insgesamt gibt es

also v; = (7) (g — 1)" solche =. O

fir alle i € {0,...,n}.

1.8 Theorem. Fiir die Schnittzahlen des bindren Hamming-Schemas H(2,n) gilt

k n—=k
i—j+k i+ij—k , falls v — 7+ k gerade
Pl = 2 2
0 , falls i — 7 + k ungerade

mit (Z):Ofdrk<00derk>n.

Beweis. Da die Schnittzahlen nach Axiom (A3) nur von 4,j und k£ abhéngen, kénnen
wir fiir die Berechnung ohne Beschrankung der Allgemeinheit ein Paar (z,y) € Ry mit
x = 0 wahlen. Dann ist y ein beliebiges Wort mit Hamminggewicht k. Gesucht ist nun
die Anzahl der z € X mit d(z,z) = d(0,2z) = ¢ (d.h. z muss Gewicht ¢ haben) und

d(z,y) = J.
Fiir einen Vektor z aus F} bezeichne r(z) die Anzahl der Einsen des Vektors, die mit
den Einsen des gegebenen Vektors y iibereinstimmen. Mit anderen Worten:

r(z)={me{l,....,n}| zm = ym = 1}|

11
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Im Folgenden schreiben wir schlicht r anstelle von r(z). Damit z Gewicht ¢ hat, muss
z noch ¢ — r weitere Einsen haben, und zwar an Stellen, an denen y eine 0 hat (sonst
hétten wir den Eintrag bereits gezahlt). Offenbar muss dann r € {0,...,i} gelten. Da
wir zundchst aus den k Stellen, an denen y eine 1 hat, r Stellen auswéhlen, an denen
z eine 1 hat, und anschlieffend auf die verbliebenen n — k Stellen nochmal i — r Einsen

verteilen miissen, gibt es genau
() ()
a, = _
r)\i—r

solche z. Ist dies nicht moglich (also zum Beispiel » > k oder r > i), so ist a, nach
Definition des Binomialkoeffizienten gleich 0. Der Hammingabstand von y und einem
solchen z ist

dly,z) =(k—r)+ (@ —7r)=k+1i—2r,

da y und z genau r Einsen gemeinsam haben (also tragen die restlichen k& — r Einsen
von y zum Hammingabstand bei) und z noch ¢ — r weitere Einsen hat (und an diesen
Stellen hat y Nullen). Damit z fiir pfj geziéhlt wird, muss dieser Abstand nun gleich j
sein. Umstellen nach r ergibt

i—j+k

dly,z)=j <= k+i—-2r=j < r= 5

Ein fiir gegebene 7, 7, k passendes r kann also genau dann gewahlt werden, wenn ¢ —j+k
gerade ist. In diesem Fall liefert a, gerade die Anzahl der z € F} mit d(z,2) = 4 und
d(z,y) = j fiir (z,y) € Ry. Einsetzen von r liefert dann die Schnittzahl pfj Isti—j7+k
dagegen ungerade, so kann kein r gefunden werden, sodass d(z,z) = i und d(z,y) = j
gilt, also ist in diesem Fall pfj = 0. O]

Man beachte, dass der Beweis in dieser Form nur fiir ¢ = 2 gilt, da sonst aus z; # 0
nicht z; = 1 geschlossen werden kann. Dies wurde benétigt, um von der Anzahl der
gemeinsamen Einsen direkt auf den Hammingabstand schliefen zu kénnen. Wir sehen,
dass man die Valenz fiir beliebige n und ¢ einfach berechnen konnte, die Schnittzahlen
aber nur im Fall ¢ = 2 leicht zu finden sind.

1.2 Die Bose-Mesner-Algebra

Dieser Abschnitt richtet sich nach Abschnitt 2.2 und 2.3 der Arbeit von Delsarte [4].
Einige Stellen sind der Arbeit “Association Schemes* von Godsil entnommen [6].

Wir wollen eine Méoglichkeit finden, Assoziationsschemata mit algebraischen Methoden
zu untersuchen. Dazu identifizieren wir die Relationen R; mit ihren Adjazenzmatrizen
A;. Im Folgenden bezeichne C(X,X’) fiir zwei nichtleere endliche Mengen X, X' die
Menge aller | X| x | X’|-Matrizen iiber C, deren Zeilen mit X und deren Spalten mit X’
indiziert sind. Fiir eine Matrix A € C(X, X’), x € X und y € X’ bezeichnen wir den
Eintrag in Zeile x und Spalte y von A mit A(zx,y).

12



1 Grundlagen

Definition. Sei (X, R) ein Assoziationsschema. Fiir die Relation R; heifit die quadrati-
sche Matrix A; € C(X, X) definiert durch

1, falls (z,y) € Ry
Ai(z,y) = { 0, falls (v,y) & R;

die Adjazenzmatriz von R;. Der von A, ..., A, erzeugte Untervektorraum A von C(X, X)
heifst Bose-Mesner-Algebra des Assoziationsschemas.

Fiir die Adjazenzmatrizen gilt:

1.9 Satz. Sei A die Bose-Mesner-Algebra eines Assoziationsschemas (X, R) mit n Klas-
sen. Dann gilt fir alle i,j € {0,...,n}:

(a) Ao = Ix

(b) ];:)Ak = J, wobei J die Matriz, deren Eintrdge alle 1 sind, bezeichnet.
(c) AT € {Ay, ..., A}

(d) AA, = k”zo Pl Ay = AA,

Beweis. Zu (a): Klar nach Definition.

Zu (b): Wegen (A0) bilden die Relationen R; eine Partition von X x X. Fiir ein Paar
(z,y) € X x X tritt also in genau einer Adjazenzmatrix eine 1 an der Stelle (z,y) auf,
in allen anderen steht dort eine 0. Die Summe aller A; ist deshalb die Einsmatrix.

Zu (c): Offenbar ist AT die Adjazenzmatrix der zu R; inversen Relation R;'. Wegen
(A2)ist R;' € {Ry, ..., R,}, also ist auch AT € {Ay, ..., A,}.

Zu (d): Seien 4,5 € {0,...,n}. Wir halten zwei Elemente x,y € X fest und betrachten
den Eintrag an der Stelle (x,y) im Produkt A;A;. Nach Definition der Matrixmultiplika-
tion ist dieser gleich ) _ A;(z, 2)A;(2,y). Da die Adjazenzmatrizen nur aus Nullen und
Einsen bestehen, ist ein Summand genau dann gleich 1, wenn A;(z, z) = A;(z,y) = 1,
d.h. genau dann, wenn (z,z) € R; und (z,y) € R; gilt. Der Eintrag A;A;(z,y) z&hlt
also die Anzahl solcher z, denn in allen anderen Féllen ist der entsprechende Summand
gleich 0. Nach (A3) ist diese Anzahl nur davon abhéngig, in welcher Relation sich das
Paar (z,y) befindet. Ist (x,y) € Ry, so ist A;A;(z,y) = pf;. Wegen A;(x,y) = Oy ist
in der Summe ' pl A, fiir einen festen Eintrag immer nur hichstens ein Summand
ungleich Null, und dieser ist gleich pfj Da x und y beliebig waren, stimmen die Matrizen
A;A; und Y77 phi Ay diberein und vertauschen von i und j liefert A;A; = Y70 pki Ay
Die Behauptung folgt nun sofort aus der Tatsache, dass wir nur kommutative Assozia-
tionsschemata betrachten, d.h. es gilt pfj = p?i fiir alle 4,7,k € {0,...,n}, und damit
haben wir

Ay =D Pl A= ph A= AjA;
k=0

k=0

13
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Nach (d) ist A abgeschlossen beziiglich der Matrixmultiplikation. A ist also eine asso-

ziative, kommutative Algebra (denn Matrixmultiplikation ist assoziativ und wegen (d)
auch kommutativ in A), und mit der Einheitsmatrix gibt es offenbar auch ein Neutral-
element beziiglich der Multiplikation in A. Aus (b) folgt, dass die A; linear unabhéngig
sind, denn ist eine Linearkombination der A; gleich der Nullmatrix, so miissen alle Ska-
lare schon 0 gewesen sein, denn fiir eine feste Stelle (z,y) hat immer nur genau eine der
Adjazenzmatrizen einen Eintrag ungleich 0. Die Dimension von A = span(Ay,..., A,)
ist deshalb gerade n + 1. Insbesondere bilden die A; eine Basis von A.
Wir zeigen nun, dass man die Eigenschaften aus auch als Definition fiir Assozia-
tionsschemata verwenden kann, diese also dquivalent zu den Axiomen (A0) bis (A3)
sind. Dann kénnen wir ein Assoziationsschema auch durch Betrachtung der zugehorigen
Bose-Mesner-Algebra untersuchen.

1.10 Satz. Sei X eine nichtleere endliche Menge mit |X| > 2 und {Ao,..., A} C
C(X,X), n € N, eine Menge von n + 1 Matrizen mit Eintrigen in {0,1}, die die Ei-
genschaften (a) bis (d) aus hat, und sei A der von Ao, ..., A, erzeugte Untervek-
torraum von C(X, X). Dann ist A die Bose-Mesner-Algebra eines Assoziationsschemas
(X, R) mit n Klassen. Dabei ist das Assoziationsschema eindeutig durch X und A be-
stimmdt.

Beweis. Definiere auf X x X die bindren Relationen R; durch
(z,y) € R; & Ai(z,y) =1 (beachte A;(x,y) € {0,1}).

Offenbar sind die Relationen eindeutig durch die Matrizen bestimmt. Wegen Ay = I,
gilt dann Ry = {(z,2) € X x X | € X} und wegen ) . A, = J bilden die R;
eine Partition von X x X (beachte, dass alle Eintrige der Matrizen A; entweder 0 oder
1 sind), also gelten (AO) und (Al), und die A; sind genau die Adjazenzmatrizen der
zugehorigen Relationen. Da AT die Adjazenzmatrix der zu R; inversen Relation R; ' ist,
gilt wegen AT € {Ap,..., A,} auch R;' € {Ry,..., R,}, also gilt (A2).

Zu (A3): Zu zeigen ist, dass fiir (z,y) € Ry die Anzahl der z € X mit (z,2) € R; und
(2,y) € R; nur von 4, j, k abhéingt. Betrachtet man das Produkt A;A;, so steht an der
Stelle (z,y) (wie wir im Beweis von ([1.9d) gesehen haben) genau die Anzahl der z € X
mit (z,z) € R; und (z,y) € R;. Fiir (2,y) € Ry, ist diese Anzahl nach (1.9() also

n

AiA(w,y) = (Z%z‘h) (@,y) =Y (A ) = pliou =l
=0 =0

=0

Aukerdem erhalten wir aus 10 auch sofort pf; = pf; fiir alle 4, j, k € {0,...,n}. Die
Schnittzahlen sind also konstant und (X, (R;)",) ist ein Assoziationsschema. O

Um die Bose-Mesner-Algebra (und damit Assoziationsschemata) genauer untersuchen
zu konnen, benétigen wir folgende bekannte Eigenschaft von quadratischen, normalen
Matrizen:

14
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1.11 Satz. Sei A C C™ " eine nichtleere Menge normaler, kommutierender Matrizen,

dh. AA = A A und AB = BA fiir alle A, B € A. Dann gibt es eine unitire Matriz
S e C™", sodass ST'AS = {S71AS | A € A} nur aus Diagonalmatrizen besteht.

Fiir einen Beweis siehe etwa Theorem 2 in [11].
Wir konstruieren nun eine weitere Basis von A, die aus idempotenten und paarweise
orthogonalen Matrizen besteht. Dazu definieren wir:

Definition. Sei X eine endliche nichtleere Menge und 7 = {X; € X | £ = 0,...,n}
eine Partition der Menge X in n+ 1 nichtleere Teilmengen. Zu dieser Partition definieren
wir die n + 1 Diagonalmatrizen I'y € C(X, X), k =0,...,n, durch

, falls x € X,

, sonst

Ty (2, 2) — { (1)

und 'y (z,y) = 0 fiir x # y.

Definition. Fiir eine unitire Matrix S € C(X,X) und eine Partition 7 = {X, C
X | k=0,...,n} von X definieren wir

E,=ST.5 =5.5.

fir £ = 0,...,n, wobei Sy die | X| x |X;|-Matrix ist, die genau die zu X} gehérenden
Spalten enthélt.

1.12 Theorem. |4, Theorem 2.2] Sei (X, R) ein Assoziationsschema mit n Klassen.
Dann gibt es eine Partition ™ von X inn+ 1 Mengen Xy, k =0,...,n, mit | Xo| =1
und eine unitire Matriz S € C(X, X), sodass die Matrizen Ey, ..., E, eine Basis der
Bose-Mesner-Algebra A des Assoziationsschemas bilden. Dabei kann ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit

— L nt

S,
NoT

als erste Spalte der Matriz S gewdhit werden (die zu Xo gehdrende Spalte).

Beweis. Da A kommutativ ist und mit A auch A" in A liegt (nach Satz ), ist jede
Matrix aus A normal. Also gibt es nach Satz eine unitdre Matrix S € C(X, X),
sodass A == S7LAS = {S7LAS | A € A} nur aus Diagonalmatrizen besteht. Dabei
sind die Eintrige auf der Diagonalen einer Matrix in A gerade ihre Eigenwerte. Man
beachte, dass A eine zu A isomorphe Algebra ist (denn die Konjugation mit S ist ein

Isomorphismus von A auf A).

Sei nun M eine Matrix in A, die maximal viele verschiedene Eigenwerte hat. Diese
Anzahl sei n’ + 1, und die Eigenwerte seien Xy, ..., \,. Dann gibt es eine Partition =
von X in n' 4+ 1 Klassen X,k =0,...,n’, sodass wir schreiben kénnen

!

A=S"1MS = Z M\l
k=0

15
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Dazu wahlen wir X als Menge der Spaltenindizes von A, in denen der Eigenwert \;
steht. Da die )\, verschieden und endlich viele sind, kénnen wir Polynome f;(x) iiber
C finden, sodass f;(Ax) = 0 fiir alle i,k = 0,...,n gilt (dies folgt sofort aus einem
wohlbekannten Interpolationsresultat, wie es beispielsweise in der Numerik gelehrt wird:
Zu n + 1 gegebenen verschiedenen Zahlen xq, ..., z, € C und beliebigen yq,...,y, € C
kann man immer ein Polynom iiber C vom Grad n finden, sodass f(x;) = y; fiir alle
i =0,...,n). Setzen wir nun A in diese Polynome ein (indem wir A° = x| setzen),

erhalten wir fr(A) = fk(Z:io Ail';) = 'k, da nach Definition der Matrizen Ty, fiir alle
1,7 =0,...,n gilt:

Gemischte Terme fallen also weg und da die I'y Diagonalmatrizen sind, ist fy(A) eine
Diagonalmatrix mit Eintragen fi()\;) = dx; auf der Diagonalen, wobei \; der Eigenwert
ist, der an entsprechender Position in A steht. Nach Definition der f; erhalten wir somit
das Gewiinschte. Daraus folgt, dass die I, zur Algebra A gehdren, da sie als Linearkom-
bination von Potenzen der Matrix A € A geschrieben werden kénnen.

Umgekehrt erzeugen die Matrizen I'j, bereits die ganze Algebra A. Denn gébe es eine
Matrix A € A, die sich nicht als Linearkombination der I'y darstellen ldsst, so miisste es
ein i € {0,...,n'} geben, sodass die Eintridge in den zu X; gehorenden Spalten von A
nicht alle gleich sind. Dann ist auch I';A ein Element von A (und zwar eine Matrix, die
nur Eintrége auf der Diagonalen in den zu X; gehorigen Spalten hat, welche nicht alle
gleich sind), und wir konnten aus den Matrizen T’y und T'; A eine Matrix als Linearkom-
bination konstruieren, die mehr als n’ 4+ 1 verschiedene Eigenwerte hat, beispielsweise
A = ZZ/:O kT, + A';A. Dann hétte A’ bereits n’ verschiedene Eigenwerte (nédmlich
0,...,n" auker i von den Matrizen 0 -Tg,..., (i — 1) -T;_1,(i + 1) - Tyuq,...,n" - Tpr)
und durch passende Wahl von A kiimen mindestens zwei neue hinzu. Dies ist aber ein
Widerspruch dazu, dass n’ + 1 die maximale Anzahl an Eigenwerten einer Matrix aus A
ist, und damit erzeugen die I'j, die Algebra A. Somit gilt n = n/'.

Da die I'y nun genau dimensionsviele linear unabhéngige Matrizen sind, bilden sie eine
Basis aus idempotenten Elementen von A. Also sind die Ej, eine Basis von A, da sie
genau die Urbilder der T'; unter der Konjugation mit S sind (denn es ist S~ = gT).
Schlieflich beobachten wir, dass die Einsmatrix J als Summe aller Adjazenzmatrizen ein
Element von A ist. Da diese offenbar genau einmal den Eigenwert | X | hat (zum Beispiel
mit Eigenvektor (1,...,1)") und | X|— 1 mal den Eigenwert 0 (da ihr Rang gleich 1 ist),
muss eine der Teilmengen X der Partition m genau ein Element enthalten, weil sich die
Matrix SJS™ = diag(|X|,0...,0) als Linearkombination der T}, schreiben ldsst. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit sei dies die Teilmenge X, (sonst Umnummerierung der
Teilmengen). Als zu X, gehorige Spalte steht in S dann der Vektor

1
VIX]

fir ein @« € C mit a@ = 1 (denn S ist unitdr). Da mit S auch die mit @ skalierte
Matrix @S unitér ist, konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass o = 1 ist, und
das Theorem ist bewiesen. O

(1,..., D)7
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Im Folgenden werden wir aufgrund von Theorem immer mit den zwei Basen
Ag, ..., Ay und Ey, ..., E, rechnen, ohne eine Partition und eine unitidre Matrix anzuge-
ben, da diese fiir die weitere Untersuchung nicht relevant sind. Es reicht aus zu wissen,
dass die Basis existiert und welche Rechenregeln sie erfiillt (siehe (1.15)). Der Beweis
von zeigt namlich auch, dass die Partition 7 (und damit die Matrizen Ej) bis
auf Nummerierung der Teilmengen eindeutig bestimmt ist, da sich jede Matrix aus der
diagonalisierten Algebra A als Linearkombination der I'y, schreiben ldsst. Es ist also egal,
welche Matrix mit maximal vielen verschiedenen Eigenwerten man fiir die Konstruktion
der Partition 7 nimmt. Des Weiteren setzen wir Fj = ﬁJ , da dies die zu 'y gehorige
Basismatrix von A ist.

1.13 Bemerkung. Die Matrizen Ej entsprechen den maximalen gemeinsamen Eigen-
raumen, d.h. den Untervektorraumen von Fy, dessen Elemente ungleich 0 fiir jede Matrix
in A Eigenvektoren zum selben Eigenwert sind, und die maximal beziiglich dieser Ei-
genschaft sind:

Wir betrachten die Spalten von S, die zu einer festen Matrix Iy, gehoren. Diese sind Ei-
genvektoren zum selben Eigenwert fiir jede Matrix in A, da S die Bose-Mesner-Algebra
diagonalisiert. Dabei konnen sich die zugehdrigen Eigenwerte von Matrix zu Matrix un-
terscheiden, aber fiir jede Matrix in A gehdren die betrachteten Spalten von S zum
selben Eigenwert. Der Spann dieser Spalten ist nach Definition der I'y iiber eine Matrix
mit maximal vielen verschiedenen Eigenwerten folglich gleich einem der maximalen ge-
meinsamen Eigenrdume.

Etwas anders betrachtet kann man die E) auch als minimal bezeichnen und sie wer-
den deshalb auch Basis der minimalen Idempotente genannt. Denn ihre Spalten sind
(wie die Spalten von S) Eigenvektoren fiir jede Matrix aus A und zusammengenommen
erzeugen die Spalten aller £, ganz CXI. Dabei besteht eine Matrix Ej, aber komplett
aus Eigenvektoren aus einem der maximalen gemeinsamen Eigenrdume, und nicht aus
mehreren. Da wir wollen, dass die Spalten einer Matrix Ej eine Basis eines maximalen
gemeinsamen Eigenraumes enthalten, sind die Ej in diesem Sinne minimal.

Die Minimalitét der Ejy wird deutlicher, wenn man sie wie Godsil in Abschnitt 1.4 in [6]
definiert: Dort werden Assoziationsschemata liber die Adjazenzmatrizen und die Bose-
Mesner-Algebra eingefithrt und die Matrizen Ej werden ein wenig anders konstruiert.
Wir definieren dazu auf den Idempotenten von A die Relation

E<F <« FE=FE

fiir alle idempotenten E, F' € A. Man sieht leicht, dass diese Relation reflexiv, antisym-
metrisch und transitiv ist, < ist also eine Halbordnung. Die minimalen idempotenten
Elemente ungleich der Nullmatrix bilden dann eine Basis von A. Da wir aber Assozia-
tionsschemata iiber Relationen und nicht wie in [6] tiber Matrizen und die von ihnen
erzeugte Algebra definiert haben, ist die Konstruktion der Ej; wie in Theorem (|1.12))
einfacher als tiber die Relation <. Offensichtlich sind die Matrizen I’y (und damit auch
die Matrizen Ej) minimale Idempotente beziiglich der Halbordnung <.

1.14 Bemerkung. Wie wir im Beweis von (1.12)) gesehen haben, lassen sich alle Ma-
trizen der Bose-Mesner-Algebra A eines Assoziationsschemas simultan diagonalisieren.
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Ist (X, R) dabei ein symmetrisches Assoziationsschema, so ldsst sich die Bose-Mesner-
Algebra auch iiber R betrachten, denn da alle Relationen symmetrisch sind, sind auch
die Adjazenzmatrizen A; der Relationen symmetrisch. Damit sind auch beliebige Line-
arkombinationen der A; symmetrisch, und da sie paarweise kommutieren (siche (1.9))
sogar beliebige Produkte der A;. Also sind alle Matrizen in A symmetrisch und haben
damit nur reelle Eigenwerte. Die Diagonalisierung kann deshalb auch {iber R erfolgen.

Im Folgenden bendtigen wir einige einfache Eigenschaften der Basis aus minimalen
idempotenten Matrizen:

1.15 Satz. |6, Theorem 1.5.1] Die Basis Ey, ..., E, der Bose-Mesner-Algebra aus mi-
nimalen Idempotenten erfillt:

(a) E;E; =0 fir allei#j
(b) > Ep=1
k=0

(c) E_kT = E), fir allek =0,...,n, die E;, sind also hermitesche Matrizen.
Beweis. Zu (a): Seien 7,5 € {0,...,n},i # j. Dann gilt:
EE; = (ST, S )(ST; §") = (ST\ T, 8") =0,
da I;T; = 0 fiir i # J.
Zu (b): Es gilt

n n

Zn: Ep=Y (STwS ) =50 TS =815 =1

k=0 k=0

nach Definition der I';, und weil S unitér ist.
Zu (c): Die Ej sind hermitesch, denn es gilt fiir jedes k =0,...,n

T
B - (5n5) —sn'5 —sns -,
da die I'y Diagonalmatrizen mit Eintrdgen 0 und 1 auf der Diagonalen sind. [

Wir definieren nun noch eine weitere Grofke, die bei der Untersuchung von Assoziati-
onsschemata eine Rolle spielt.

Definition. Seien (X, R) ein Assoziationsschema mit n Klassen, A; die Adjanzenzmatrix
der Relation R; fiir ¢ = 0,...,n, und A die Bose-Mesner-Algebra des Assoziationssche-
mas. Weiter sei Fy, ... F, die Basis aus minimalen, idempotenten Matrizen. Dann lassen
sich die beiden Basen in der jeweils anderen darstellen als

A = ;pi(k)Ek und FE, = m Z;qk(z)Ai

fiir Skalare p;(k) € C, genannt Figenwerte des Schemas, und ¢;(k) € C, genannt duale
Figenwerte des Schemas (i, k € {0,...,n}).
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1.16 Bemerkung. Wegen Ay = [ und der Eindeutigkeit der Basisdarstellung gilt nach
(1.15p)
po(k) =1 firalle k =0,...,n,

und aufgrund von (1.9p) gilt analog
qo(i) =1 fir alle i =0,...,n.
Da auflerdem E;E; = 0 fiir ¢ # j gilt, folgt

AE, = <ZP¢(Z)E1> Ey, = pi(k)Ey, (*)

da die E} idempotent sind. Die Eigenwerte des Assoziationsschemas sind also genau die
Eigenwerte der Adjazenzmatrizen, da die Spalten der E} Eigenvektoren jeder Adjazenz-
matrix sind. Die A; konnen aufserdem keine weiteren Eigenwerte haben, da die Spalten
der Ej, zusammmen genommen schon ganz CHX! erzeugen und damit eine Basis von CX!
enthalten.

Insbesondere haben wir
AZJ = UZ‘J

und mit £y = ﬁJ und (x) folgt
viEy = A;Eo = pi(0) Eo,

also p;(0) = v; fiir ¢ = 0,...,n. Analog kénnen wir g;(0) durch Betrachtung der Spur
(Notation: tr) berechnen:

und da tr(A;) = 0 fiir i # 0 sowie tr(Ay) = | X| gelten, folgt

Rang(Ey) = tr(By) = %qkmw — 4:(0)

fiir k = 0,...,n. Da die Eigenwerte eines Schemas offenbar gerade den Eintrédgen der
Basiswechselmatrix entsprechen, erhilt man die jeweils anderen Eigenwerte durch Inver-
tieren der entsprechenden Matrix. Genauer: Definiert man die Matrizen P = (p;;) mit
pij = p;(i) und Q = (g;;) mit ¢;; = ¢;(4) (1,7 =0,...,n), so lasst sich diese Eigenschaft
schreiben als

PQ = |X|I41.

1.17 Bemerkung. |6, Abschnitt 2.3] Die Schnittzahlen p}; und die Eigenwerte p;(k)
(und damit auch die dualen Eigenwerte g(i)) hingen voneinander ab. Es gilt ndmlich
fiir alle 4, j, k{0,...,n}:

tr(A A AL) = tr(() Pl AN AL) = tr(pf A AY) = plon X
=0
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denn die Diagonale der Matrizen A; AT besteht jeweils aus den Skalarprodukten dersel-
ben Zeilen von A; und Ay. Diese sind fiir £ # [ alle gleich 0, denn wére ein Eintrag im
Produkt A;AT ungleich 0, so gibe es z,y € X mit (z,y) € B, und (z,y) € Ry. Ein
Eintrag auf der Diagonalen in A;A7 kann némlich nur dann ungleich 0 sein, wenn es
eine Stelle gibt, an der A; und Ay beide eine 1 haben. Da die Relationen R; aber X x X
partitionieren, kann dieser Fall nicht auftreten. Analog erhilt man die Diagonaleintriage
von Az AT, denn hier zihlen die Skalarprodukte einer Zeile mit sich selbst die Anzahl der
Einsen dieser Zeile. Diese Anzahl ist nach aber konstant und gerade vj. Also ist
jeder Eintrag auf der Diagonalen von A;A;Af gleich pf;vy, und die Spur ist somit gleich
Piyoe] X |.

Andererseits wissen wir aus der linearen Algebra, dass die Spur von A;A; A7 die Summe
ihrer FKigenwerte ist. Auferdem wissen wir nach , dass fiir jedes ¢ = 0,...,n die
Zahlen p;(k),k =0,...,n, schon alle Eigenwerte von A; sind.

Da alle Matrizen in A simultan diagonalisierbar sind, haben sie alle dieselben Eigenvek-
toren, und damit sind die Eigenwerte des Produktes zweier Matrizen die Produkte der
Eigenwerte zu denselben Eigenvektoren. Auferdem sind die Eigenwerte einer Matrix A
(iiber C) gleich den Konjugierten der Eigenwerte von AT. Da tr(E;) = Rang(Ey) fiir
jedes i die Vielfachheit des Eigenwerts p;(k) ist, erhalten wir

pmvk\X| = tr(A;A; AT thr (E)pi(Dp; (Dpe(l),

und schlieflich

V= Ztr (E)pi()p; (ps(D).
Die Schnittzahlen sind also nicht unabhanglg von den Eigenwerten. Allerdings benutzt
man diese Formel in der Regel nicht zum Berechnen der Schnittzahlen, da das Berechnen

der Eigenwerte oft schwieriger ist als das Berechnen der Schnittzahlen.

Um die bisher definierten Begriffe zu verdeutlichen, untersuchen wir im folgenden
Beispiel die Bose-Mesner-Algebra von H (2, 3):

1.18 Beispiel. Wir betrachten H(2,3), also das bindre Hamming-Schema der Linge 3.
Die Bose-Mesner-Algebra besteht hier aus (8 x 8)-Matrizen. Wir sortieren die Elemente
aus I3 in der Reihenfolge 000,001,010,100,011,101,110,111. Dadurch erreichen wir, dass
die Adjazenzmatrizen symmetrisch beziiglich der Gegendiagonalen sind. Symmetrisch
beziiglich der Hauptdiagonalen sind sie immer, da H(2,3) ein symmetrisches Assoziati-
onsschema ist. Wir konnen die Adjazenzmatrizen direkt hinschreiben, denn nach Defi-
nition ist der Eintrag A;(z,y) genau dann gleich 1, wenn z und y Hammingabstand ¢

20



1 Grundlagen

haben. Das liefert die Adjazenzmatrizen

10000O0O00O 01110000
0100O0O0O0®O 10001100
001 0O0O0O0G©O 10001010
Ay = 0001O0O0O0®O A, = 10000110
00001O0O0O0]|"’ 01 1000O0O0T1]|"
000O0O0OT1O0®O0 01010001
000O0O0OO0OT1O®O0 00110001
000O0O0O0O0OT1 000O011T1O0
000O0111O0 000O0O0O0O0OT1
001 100O0T1 000O0O0OO0OT1P®O0
01 0100O0T1 000O0O0OT1TO0F®O0
Ay — 01 1000O0O0T1 Ay = 000O01O0O0O
10000110’ 0001O0O0O0®O
10001010 0010O0O0O0®O
10001100 01 00O0O0O0®O
011100060 10000000

Da fiir alle 7,y € F3 der Eintrag A;(z,y) fiir genau ein ¢ € {0, 1,2, 3} ungleich 0 ist,
kann man das Produkt zweier Matrizen leicht als Linearkombination der A; schreiben.
Wir erhalten

AlAl - 3A0 —|— 2A2
A1Ay = 2A, + 343

A A = Ay
Ay Ay = 34y + 24,
AyAs = A,
A Ay = Ay

und lesen nun zeilenweise als Skalare in den Linearkombinationen die Schnittzahlen
ab. Da H(2,3) (und damit die Matrixmultiplikation in der Bose-Mesner-Algebra von
H(2,3)) kommutativ ist, geben wir nur die Schnittzahlen pf; mit 7 < j an:

p(ljl =3, p%l =0, p%l =2, p?l =0
p?Q =0, pp=2, p%z =0, p?2 =3
p(1]3 =0, pi3=0, p%zz =1, P?s =0
ng =3, péz =0, p%Q =2, P§2 =0
pg3 =0, ppy=1py=0, pg3 =0
pgzz =1 pzlas =0, p§3 =0, Pgs =0
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Wir berechnen nun die Basis aus idempotenten Matrizen. Man kann die Eintrage der
Matrizen Ej fiir beliebige ¢ und n explizit ausrechnen (siehe Theorem 5 in Kapitel 21 in
[10]). Hier wollen wir aber noch einmal die Konstruktion aus Theorem illustrieren.
Mithilfe eines Computers lasst sich leicht iiberpriifen, dass die Matrix A; vier verschie-
dene Eigenwerte, ndmlich —3, —1, 1 und 3, hat. Da die Bose-Mesner-Algebra von H (2, 3)
Dimension 4 hat sind dies maximal viele. Wie aus der linearen Algebra bekannt, kénnen
wir nun Basen der Eigenrdume bestimmen und diese mit dem Gram-Schmidt-Verfahren
zu einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zusammensetzen. Wir erhalten etwa

1 1 0 O 1 0 0 1

1 0o 1 0 0O 1 0 -1

1 0o o0 1 0 0 1 -1

J_ 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

1 -r 1 1 -1 -1 -1 1

1 0 0 -1 0 0 1 1

1 0-1 0 0 1 0 1

1 -1 0 0O 1 0 0 -1

als Transformationsmatrix, welche die Diagonalgestalt

3 0 0 O O 0 0 0
o 1 0 0 O 0 0 0
o o 1 0 0 0 0 0
A~ o o o 1 0 0 0 0
STAS=1 0 0 0 0 -1 0 0 o0
o o o0 0 0 -1 0 0
o o o 0 0 0 -1 0
o o o o0 o0 0 0 -3

liefert. Nun wenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren jeweils auf die Spalten 2 bis 4 und
5 bis 7 von S an, um eine unitdre Matrix S zu erhalten. Da S Wurzeln und Briiche
enthilt, geben wir es der Ubersichtlichkeit halber hier nicht an. Wir bezeichnen nun mit
S; die erste Spalte von S, mit Sp34 die Spalten 2 bis 4, mit Ssg7 die Spalten 5 bis 7 und
mit Sg die letzte Spalte von S. Als idempotente Basismatrizen erhalten wir dann nach
Theorem (|1.12)

E():SlS?: g

—_
UM A G T VU O G S G SN
— = = = = = e
— = = = = = = =
W G VG VG VG A G S
—_ = = = = = =
— = = = = = e

— = = = = = e
— = = = = = = =
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Dies ist immer die erste idempotente Basismatrix und hétte nicht explizit berechnet
werden miissen. Die anderen Basismatrizen berechnen sich zu

3 1 1 1 -1 -1 -1 =3
1 3 -1 -1 1 1 -3 -1
1 -1 3 -1 1 -3 1 -1
l1 -1 -1 3 -3 1 1 -1
-1 1 1 -3 3 -1 -1 1
-1 1 -3 1 -1 3 -1 1
-1 -3 1 1 -1 -1 3 1
-3 -1 -1 -1 1 1 1 3

1
INES 323453;,4 - g

3 -1 -1 -1 -1 -1 -1 3

1l -1 -1 -1 3 3 -1 -1 -1
E2:S567S§37:§ -1 -1 -1 3 3 -1 -1 -1 |’

_ T _
&_%%_8 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1

1 -1 -1 -1 1 1 1 -1
1 -1 -1 -1 1 1 1 -1
—1 1 1 1 -1 -1 -1 1

Fiir jedes i,k € {0,1,2,3} kénnen wir nun das Produkt A;F} ausrechnen. So erhalten

wir leicht die Koeffizienten, um die A; als Linearkombination der Ej zu schreiben (siehe
(1.16])). Beispielsweise gilt
AsEy=3Ey, AsE) =—FE;, AsEy=—F, AyFE3=3F;
und wir kénnen schreiben
Ay =3Ey— Ey — E3 + 3E5.
Insgesamt erhdlt man
Ao = Ey+ By + By + Es,
Ay =3Ey+ E| — Ey — 3FE3,
3Ey — FEy — Fy + 3E5,
A3 = Ey— FEy+ Fy — FEjs.

s
I
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1 Grundlagen

Schreiben wir die Koeffizienten spaltenweise in eine Matrix, so erhalten wir die Basis-
wechselmatrix von der Basis der A; zur Basis der Ej. Diese ist gegeben durch

1 3 3 1
1 1 -1 —1
P=11 1 1 1
1 -3 3 -1

Dabei gilt P(k,7) = p;(k). Die dualen Eigenwerte erhalten wir nun einfach durch Inver-
tieren und Skalieren der Matrix P, siehe (1.16). Dann ist g (i) der Eintrag an der Stelle
(k,1) der Matrix

Q=[X|P' =P

also p;(k) = qi(i) fitr i,k € {0,1,2,3}. Ein Assoziationsschema mit dieser Eigenschaft
nennt man selbstdual.

Man sieht, dass das Berechnen der Eigenwerte und der idempotenten Basismatrizen
Arbeit erfordert. Im Allgemeinen sind dies schwierige Probleme.
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2 Das Assoziationsschema der
symmetrischen Bilinearformen

In diesem Abschnitt schauen wir uns genauer das Assoziationsschema von symmetri-
schen Bilinearformen iiber einem Vektorraum der Dimension m iiber F, an. Dabei sei
m € N, ¢ = p! fiir eine Primzahl p # 2 und ein [ € N und V stets ein m-dimensionaler
Vektorraum iiber F,. Mit X (m, q) bezeichnen wir den Vektorraum der symmetrischen
Bilinearformen iiber V. Wir wiederholen zunéchst einige Sétze {iber symmetrische Bi-
linearformen, die aus der (linearen) Algebra bekannt sind. Die Ergebnisse findet man
etwa im Buch “Introduction to Quadratic Forms over Fields* von Lam [8§].

2.1 Symmetrische Bilinearformen iiber F,

Definition. Eine Abbildung b: V x V' — F, heifit symmetrische Bilinearform iiber I,
falls gilt

(B1) b(Ax + py, z) = Xb(x, z) + ub(y, z) fir alle \, p e Fp,z,y,z €V

(B2) b(z,y) = b(y, ) fir alle z,y € V.
Ist ai,...,a, € V eine Basis von V, so lasst sich jeder symmetrischen Bilinearform b
von V eindeutig symmetrische Matrix B beziiglich a4, ..., a, zuordnen durch

B = (bij)lgi,jgrm WObei bij = b(ai, Clj),

genannt Grammatriz von b beziiglich ay,...,a,. Dann gilt b(z,y) = 27 By fiir alle
x,y € V, wobei T bzw. y die Koordinaten von x bzw. y beziiglich aq, ..., a, sind. Umge-
kehrt liefert jede symmetrische Matrix auf diese Weise eine symmetrische Bilinearform.
X (m, q) ist deshalb nach fester Basiswahl isomorph zu Sym(m, ¢), dem Vektorraum der
symmetrischen (m x m)-Matrizen iiber IF,.

Sei nun b eine symmetrische Bilinearform und seien a4, ..., a, und df, ..., a), zwei Basen
von V. Bezeichnen wir die Bilinearform auf den Koordinaten beziiglich ay, ..., a, (also
in ") mit b und die Bilinearform auf den Koordinaten beziiglich a}, ..., al, mit V', so

gilt b/ (z,y) = E(Sx, Sy), wobei S € GL(m, q) die Darstellungsmatrix des Basiswechsels
von ay,...,al, nach ay,...,a, ist. Ist nun B die Grammatrix von b beziiglich der Ba-
SiS ay,...,a,, so ist die Grammatrix von b beziiglich @}, ..., a/, gegeben durch STBS.
Da S regulir ist, sehen wir sofort, dass der Rang der Grammatrix invariant unter Ba-
siswechseln ist. Wir definieren deshalb den Rang einer symmetrischen Bilinearform b
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2 Das Assoziationsschema der symmetrischen Bilinearformen

als den Rang einer beliebigen Grammatrix von b. Auferdem nennen wir zwei Matrizen
A, B € Sym(m,q) kongruent, falls es ein S € GL(m,q) gibt, sodass A = STBS, und
entsprechend nennen wir zwei Bilinearformen b, b isometrisch, wenn es ein S € GL(V)

gibt mit b(z,y) = b'(S(x), S(y)) fiir alle z,y € V. Offenbar gilt:

2.1 Satz. Zwei symmetrische Bilinearformen b,b sind genau dann isometrisch, wenn
ihre (beziiglich beliebiger Basen gebildeten) Grammatrizen kongruent sind.

Es macht also keinen Unterschied, ob wir iiber kongruente Matrizen oder isometrische
Bilinearformen reden. Aus der linearen Algebra zitieren wir weiter:

2.2 Theorem. FEs sei K ein Korper mit char K # 2. Zu jeder symmetrischen Bilinear-
formb:V xV — K gibt es eine Basis ay, ..., a, von'V, beziglich der die Grammatrix
von b Diagonalgestalt hat.

Dieses Resultat konnen wir fiir endliche Kérper der Charakteristik ungleich 2, die wir
in dieser Arbeit betrachten, verschirfen:

2.3 Theorem. Ist z € F} ein fest gewdihltes Nichtquadrat, so gibt es zu jeder symmetri-
schen Bilinearform b eine Basis € von V', sodass die Grammatriz B von b beziiglich €
entweder die Nullmatrix ist, oder von der Form

B = diag(1,1,...,1,0,...,0) oder B = diag(z,1,...,1,0,...,0)
15t.
Dies sind also Vertreter fiir die Kongruenzklassen von Sym(m,q). Jede symmetrische
Matrix tiber I, ist zu genau einer der oben angegebenen Vertreter kongruent.
Da bei einer diagonalisierten Form bei Skalierung eines einzelnen Basiselementes mit

einem beliebigen Skalar A # 0 nur der entsprechende Eintrag auf der Diagonalen mit \?
multipliziert wird, kénnen wir dieses Theorem auch etwas anders formulieren:

2.4 Theorem. Zu jeder symmetrischen Bilinearform b iber V' gibt es eine Basis £ von
V', sodass die Grammatriz B von b beziiglich £ entweder die Nullmatriz ist, oder von
der Form

B = diag(z,1,...,1,0,...,0)
fiir ein Element z € Fy ist.

Theorem (2.4 legt es nahe, das z auf der Diagonalen genauer zu betrachten. Theorem
(2.3) liefert nun sofort die Wohldefiniertheit des folgendes Begriffs:

Definition. Sei 7 : F; — {+1, —1} der quadratische Charakter von FF,, d.h.
n(x) =1 <= x ist ein Quadrat in [F,.

In der Situation von Theorem ({2.4) nennt man dann n(z) den Typ von b. Da ein leeres
Produkt den Wert 1 hat, hat die Nullmatrix (bzw. die Nullform) Typ 1 (man fasse z
als Produkt der Eintrdge ungleich 0 auf). Wir betonen hier nochmal, dass kongruen-
te symmetrische Matrizen (beziehungsweise isometrische symmetrische Bilinearformen)
denselben Rang und denselben Typ haben, und dass umgekehrt zwei symmetrische Bi-
linearformen von gleichem Rang und gleichem Typ isometrisch sind. Im Folgenden be-
zeichne n immer den quadratischen Charakter von F,.
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2 Das Assoziationsschema der symmetrischen Bilinearformen

2.2 Konstruktion des Assoziationsschemas

Wir folgen nun Kapitel 2 der Arbeit “Symmetric bilinear forms over finite fields with
applications to coding theory* von Schmidt [12] und geben X (m,q) die Struktur eines
Assoziationsschemas, d.h. wir wihlen X := X (m, ¢) als Grundmenge und miissen nun
geeignete Relationen definieren. Natiirlich ist X (m, ¢) endlich und enthélt mindestens
zwei Elemente und ist somit eine zuldssige Grundmenge.

Um die Relationen zu definieren, betrachten wir zunéchst eine Gruppenoperation auf X.
Dazu sei G ein semidirektes Produkt von GL(V) und X, in Zeichen G :== GL(V) x X.
Die Verkniipfung in G ist dabei wie folgt definiert:

Fiir (S, A),(T,B) € Gist (S,A)(T,B) = (SoT, B'+ A), wobei B’ € X die Bilinearform
ist, die durch B'(x,y) = B(S(x), S(y)) definiert ist, d.h. B und B’ sind isometrisch. Im
Folgenden schreiben wir nur kurz B’, wenn klar ist, wie B’ aussieht. Man beachte hier
die Analogie zu beispielsweise der AGL(V), die als semidirektes Produkt der GL(V)
mit T'(V'), der Gruppe der Translationen in V', aufgefasst werden kann (dort haben wir
(S,v)(T,w) = (SoT,S(w)+v)).

Es ist nicht schwer zu iiberpriifen, dass G tatsichlich eine Gruppe ist. Offenbar liegt die
Verkniipfung zweier Elemente aus G wieder in G, (id, 0) ist das Neutralelement, und das
Inverse zu (S, A) ist (S71, —A) mit A(z,y) = A(S™(x), S *(y)). Man iiberzeugt sich
auch leicht, dass in G das Assoziativgesetz gilt: Fiir (S, A), (T, B), (U, C) € G gilt

(S, A)(T, B)(U,C)) = (S, A)(T o U,C" + B) = (So T o U,C" + B' + A)

mit C'(z,y) = C(T(x),T(y)),C"(x,y) = C((S o T)(x),(S o T)(y)) und B'(z,y) =
B(S(z), S(y)). Andererseits haben wir

(S, A)(T,B))(U,C)=(SoT,B' + A)(U,C)=(SoToU,C"+ B + A)
mit denselben C”, B’. Also ist G eine Gruppe. Nun operiert G auf X durch

GxX—>X
(S,A)-B:= B+ A,

denn es gilt fiir jedes F' € X
(S,A)-((T,B)-F)=(S,A)- (F+B)=F"+B'+ A

mit F'(z,y) = F(T(x), T(y)), F"(x,y) = F((S o T)(x),(S o T)(y)) wnd B'(z,y) =
B(S(z),S(y)). Aukerdem gilt

((S,A)(T,B))-F=(SoT,B+A)-F=F'+B + A
wieder mit F"(z,y) = F((SoT)(z), (SoT)(y)) und B'(x,y) = B(S(x),S(y)). Zusammen

mit
(id,O)-F:F/—i—O:F/:F,
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2 Das Assoziationsschema der symmetrischen Bilinearformen

da F'(z,y) = F(id(z),id(y)) = F(z,y) gilt, erhalten wir, dass die gegebene Vorschrift
eine Gruppenoperation von GG auf X liefert.

Offenbar operiert G transitiv auf X, denn um E € X auf F' € X abzubilden, wihle etwa
S =14dund A= F — E. Dann gilt

(id, F—E)-E=E+(F—-E)=E+F—FE=F,

da wir genau wie zuvor E' = F erhalten. Diese Operation ldsst sich komponentenweise
auf X x X fortsetzen und zerlegt somit X x X in Bahnen. Wir zeigen nun, dass diese
Bahnen die Axiome fiir die Relationen eines Assoziationsschemas erfiillen:

Da X x X (die Grundmenge der Operation) die disjunkte Vereinigung aller Bahnen ist,
ist (A0) erfiillt. Auferdem finden wir zu jedem = € X und jedem y € X ein g € G mit
g-x =y, weil G transitiv auf X operiert. Da die Operation auf X x X komponentenweise
definiert ist, erhalten wir damit, dass Ry := {g-(0,0) | g € G} ={(¢9-0,9-0) | g € G} =
{(z,z) | = € X} eine Bahn ist, also gilt (Al). Auch (A2) ist sofort klar, denn die in-
verse Relation zur Bahn eines Elementes (z,y) € X x X ist die Bahn des Elementes
(y,x) € X x X, was wieder sofort aus der komponentenweisen Definition folgt.

Fiir Axiom (A3) miissen wir zeigen, dass die Schnittzahlen nicht von der speziellen Wahl
der Vertreter abhidngen. Seien dazu i, j,k € {0,...,d}, wobei d die Anzahl der Klassen
des Schemas sei (diese werden wir gleich bestimmen), und (z,vy), (2',y) € Rix. Da G
eingeschrinkt auf eine Bahn transitiv operiert, gibt es ein g € G mit g - (z,y) = (2/,¢').
Weil die Elemente von G wie bijektive Abbildungen auf X wirken, kénnen wir jedem
z € X, das beziiglich (z,y) fiir die Schnittzahl gezihlt werden muss, genau ein 2/ € X
zuordnen, das wir beziiglich (2,y’) z&hlen miissen, ndmlich 2’ = ¢ - z. Denn haben wir
z € X mit (z,2) € R;und (z,y) € Rj,sogilt auch g-(z,2) = (g-x,9-2) = (2/,9-2) € R;
und g (2,9) =(9-2,9-y) = (¢9-2,Y) € Rj, da die Relationen gerade die Bahnen der
komponentenweisen Operation sind, d.h. durch Anwendung der Operation verlésst man
die Bahn nicht. Die Elemente, die wir beziiglich (x,y) zédhlen miissen, lassen sich also
mithilfe von g bijektiv auf die Elemente abbilden, die beziiglich (z/,y") gezéhlt werden
miissen. Also hdngen die Schnittzahlen nur von den beteiligten Relationen ab, nicht aber
von der Wahl der Vertreter. Damit ist (A3) gezeigt und X (m, q) liefert mit den Bahnen
der Operation ein Assoziationsschema.

Wir wollen nun die Relationen des Assoziationsschemas der symmetrischen Bilinearfor-
men explizit beschreiben. Dazu definieren wir X; ; fiir jedes Paar (i,7) € {1,...,m} x
{+1, —1} als die Menge aller symmetrischen Bilinearformen, die Rang i und Typ 7 ha-
ben. Zusitzlich definieren wir noch X als Menge, die nur die Nullform enthélt (denn
eine Bilinearform vom Rang 0 muss die Nullform sein und diese hat Typ 1, es wird also
keine Menge X _; benétigt). Mithilfe der X; ; definieren aufserdem die Relationen

Ri,={(A,B)e XxX|A-BeX,}

fiir jedes Paar (i,7), fiir das die Menge X; , definiert ist. Nun zeigen wir, dass die R; ,
genau die Bahnen der Gruppenoperation, also genau die Relationen des Assoziations-
schemas der symmetrischen Bilinearformen sind.

Dass die R, ; eine Partition von X x X bilden ist klar, denn die Differenz zweier Bili-
nearformen ist wieder eine Bilinearform, und diese hat entweder Rang 0 (liegt also in
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2 Das Assoziationsschema der symmetrischen Bilinearformen

Xo,1) oder Rang i und Typ 7 fiir i € {1,...,m},7 € {+1,—1} und liegt damit genau
in der Relation R; ;. Man sieht auch leicht, dass Anwendung der Gruppenoperation die
Mengen R; , nicht verlisst. Denn ist (A, B) € R; . fiir beliebige 7,7 und (5,7) € G, so
ist A— B € X, ., und fiir (S,7)-(A,B)= (A" +T,B"+7T) gilt

A+T—-(B+T)=A-B =(A-B) € X,,,

da (A — B) und A — B isometrisch sind (Transformation mit S). Schlieflich operiert G
auch transitiv auf den R, ;:

Sind (A, B),(C,D) € R;,, soist A— B,C — D € X, .. Wir bendtigen ein g € G mit
g (A, B) = (C,D). Nach Theorem ({2.4) wissen wir, dass es ein S € GL(V') gibt mit
(A— B) = (C — D), da die beiden Formen isometrisch sind. Damit gilt nun:

(id,~B) - (A,B) = (A— B,B — B) = (A — B,0)
(S,0)- (A= B,0) = ((A— B) +0,0'+0) = (C — D,0)
(id, D) - (C'— D,0) = ((C'— D) + D,0+ D) = (C, D),

sodass g = (id, D)(5,0)(id,—B) = (S,—B’' + D) € G das Gewiinschte erfiillt. Da-
mit sind die R, die Bahnen der Gruppenoperation und wir haben das Schema expli-
zit beschrieben. Wir schreiben im Folgenden kurz X (m,q) fiir das Assoziationsschema
(X (m,q), (Ri,)). Auberdem werden wir die Relationen weiterhin mit den Paaren (i, 7)
und nicht mit den Zahlen von 0 bis d indizieren, da dies eine natiirliche Nummerierung
liefert.

2.3 Eigenschaften des Assoziationsschemas

In diesem Abschnitt geben wir einige Parameter von X (m,q) an und definieren einige
Ausdriicke und Hilfszahlen, die wir im Folgenden bendtigen werden. Dabei folgen wir
weiterhin Kapitel 2 in [12].

Zunéchst sehen wir an der obigen Darstellung des Schemas mit den Relationen R; -, dass
das Assoziationsschema 2m Klassen hat (denn die identische Relation Ry, wird nicht
mitgezihlt). Auferdem sieht man leicht, dass X (m,q) fiir ¢ = 1 mod 4 symmetrisch
ist. Denn dann ist —1 ein Quadrat in Fy, d.h. es gibt ein 2z € F; mit 22 = —1. Sei
nun (A4, B) € R;, fiir beliebige ¢ und 7. Dann ist A — B = —(B — A) = 2*(B — A).
Da Skalieren einer Bilinearform mit einem Quadrat ungleich 0 eine isometrische Form
liefert, ist auch (B, A) € R; .. Also ist X (m, q) symmetrisch (und damit nach auch
kommutativ).

Im Fall ¢ = 3 mod 4 ist das Schema zwar nicht mehr symmetrisch, da fiir A, B € X die
Bilinearform A — B nicht isometrisch zu B — A ist, weil —1 kein Quadrat in F, ist, aber
immer noch kommutativ. Der Beweis ist allerdings lang und sehr rechenlastig, weshalb
wir ihn hier nicht fiithren. Fiir einen Beweis siehe etwa Theorem 2 in [7]. Wir berechnen
nun kurz die Valenz:

2.5 Satz. Fir alle i, 7 gilt:
Vir = ’Xi,‘r‘
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2 Das Assoziationsschema der symmetrischen Bilinearformen

Beweis. Seien i, T beliebig. Nach (1.3)) ist v; , die Anzahl der € X mit (0,z) € R; ,, d.h.
0—x=—x¢€X,,,asoxe—X,,. Wegen | — X, ;| = |X;,| folgt die Behauptung. [

Wir wollen nun noch die (dualen) Eigenwerte von X (m, q) angeben. Dazu benttigen
wir einige Vorbereitungen.
Zunéchst definieren wir fiir n € Z, k € Ny

q n H—l
|: :| H 21 —
Dies ist nichts anderes als der Gauf-Koeffizient in ¢?. Er erfiillt:

2.6 Lemma. Firn,k € Ny mit n > k gilt

(=L el -

Beweis. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit sei k& < 2. Ist k = 7, so ist nichts zu
zeigen. Ist k > 3, so vertausche die Rollen von £ und n — k.
Nach Deﬁmtlon 1st

n-k 2m—itl) _q n—i+1) n—i+1)
{nﬁk}:HQqQT <Hq (e )(Hq -1 )

=1 i=k+1

|

Dies konnen wir wegen k < 3 auf diese Weise auftrennen, sodass wir nach Definition des
Gauk-Koeffizienten nur noch zeigen miissen, dass das zweite Produkt den Wert 1 hat.
Wir sehen, dass der Exponent von ¢? im Zihler die Zahlen

n—kn—k—1, ... k+1

durchliuft. Dies sind genau die Exponenten von ¢? im Nenner in umgekehrter Reihen-
folge. Also ist das Produkt der Zahler gleich dem Produkt der Nenner und damit hat
das hintere Produkt den Wert 1.

Weiterhin ist sofort ersichtlich, dass das Produkt fiir £ = 0 leer, also gleich 1 ist. Mit

0 I B I K B
n|  |n—n| [0]
folgt die Behauptung. m

Auferdem definieren wir folgende Hilfszahlen

FOO(s) o= 3 (13 e

- n—r
j=0

wobei
ni= | 2] und ¢ = gnimn/e
2 ?
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iiberall, wo dieser Ausdruck definiert ist, und F,gm)(s) = 0 sonst. Diese Zahlen kom-
men von sogenannten verallgemeinerten Krawtchouk-Polynomen. Sie treten des Ofteren
im Zusammenhang mit Assoziationsschemata auf. So sind zum Beispiel die Eigenwerte
des Hamming-Schemas gegeben als Auswertung (nicht verallgemeinerter) Krawtchouk-
Polynome (siehe dazu Theorem 5 in Kapitel 21 in [10]).

Sei x : F, — C* ein nicht trivialer Charakter von (F,, +), d.h. x(z +y) = x(2)x(y) fiir
alle z,y € F,. Dann definieren wir

Vg =Y n(x)x(x).

z€Fy

Dies ist eine sogenannte quadratische Gauf-Summe, welche explizit berechnet werden
kann (siehe dafiir etwa Theorem 5.12 in [9]). Der genaue Wert ist fiir uns aber nicht
relevant. Wir kdnnen nun die dualen Eigenwerte angeben:

2.7 Theorem. |12, Theorem 2.2| Die dualen Eigenwerte von X (m,q) sind Qo1(i,7) =1
fir alle i und 7, Qk(0,1) = vy fir alle k und €, und fir k,i > 1 und 7,¢ € {+1,—1}
ist Qre(1,T) gegeben durch

2Qar1.(25 +1,7) =~ FI™D(s) + ern(—1)°F7gm > g 0 (s),
2Qarc(25+ 1,7) = ¢ F™V(s) + en(—=1)" ¢ F™(s),
2Qor116(25,7) = =" F" V(s — 1) + (= 1)*¢" = Em D (s — 1),
2Qr(25,7) = ¢¥ F™ V(s — 1) — 7y(=1)*¢" > 2" (5 — 1)
+en(=1)"q" F™(s).

Der Beweis ist lang und schwierig. Man findet ihn in Anhang B in [12].

2.8 Bemerkung. Man beachte, dass Theorem (2.7) von der Wahl des Charakters y
abhéingt, da dieser in die quadratische Gauf-Summe eingeht. Die Wahl eines anderen
Charakters kann den Wert von ~, &ndern und hat damit nach Theorem Einfluss
auf die Zahlen Q2,11 (25 + 1, 7). Durch einen anderen Charakter kénnen die Rollen von
Qar411(2s + 1,7) und Q2,41,-1(2s + 1, 7) vertauscht werden, d.h. die Reihenfolge der
idempotenten Basismatrizen kann sich dndern.

Man kann auferdem zeigen, dass fiir die Eigenwerte P, . (k, €) gilt

P, (k,e) = Qp(i,7) fiir alle i, 7, k, €.

Mit Theorem ({2.7) erhalten wir also nicht nur die dualen, sondern direkt auch die ge-
wohnlichen Eigenwerte.
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3 Codes und Designs

In diesem Kapitel wollen wir Teilmengen eines Assoziationsschemas genauer untersuchen.
Dazu definieren wir sogenannte d-Codes und t-Designs und schauen uns an, was diese
mit den aus der Codierungstheorie bekannten Codes zu tun haben. Grundbegriffe der
Codierungstheorie sind dem Buch von MacWilliams und Sloane entnommen [10].

3.1 Codes und Designs

Dieser Abschnitt richtet sich nach Teilen von Abschnitt 7 in Kapitel 21 in 10| und
Kapitel 3 in [4].

Definition. Sei (X, R) ein Assoziationsschema mit n Klassen und ) # Y C X. Dann
heifien die Zahlen

die innere Verteilung von Y. Anschaulich beschreibt a; die durchschnittliche Anzahl von
Elementen z € Y, die zu einem Element y € Y in Relation i stehen. Gilt dabei

alzagz...:ad_lzo

fiirein d € {1,...,n}, so nennt man Y d-Code. Man beachte, dass in der Definition eines
d-Codes nicht gefordert wird, dass ag # 0 gilt, d.h. ein d-Code ist auch ein d’-Code fiir
jedes d' < d.

Natiirlich hingt der Begriff des d-Codes von der Nummerierung der Relationen ab. In
den meisten konkreten Beispielen (wie etwa dem Hamming-Schema) hat man allerdings
eine natiirliche Indizierung der Relationen gegeben, beziiglich der der Begriff des d-
Codes sinnvoll ist (siche dazu (3.2))). Wir geben zunéchst einige einfache Eigenschaften
der inneren Verteilung an:

3.1 Lemma. Die innere Verteilung (a;)!, eines Assoziationsschemas (X, R) erfillt:
(a) ap =1

(b) a; >0 fir allei=0,...,n

(c) 2 0 = Y|
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Beweis. Zu (a): Klar, da |(Y xY) N Ro| = {(y,y) |y € Y} = |Y|.

Zu (b): Trivial.

Zu (c): Da die R; disjunkt sind, sind sie es natiirlich auch noch nach Schnitt mit (Y xY’),
also gilt

1
Y ai=—=> |RN(Y xY)]
=0 |Y| =0
~ 1w ﬂ(YxY))‘
Y1z
_ UR ) n(y xY)
N ’Y’ =0 l
- Ly xy) = 0
Y T
3.2 Bemerkung. Der Begriff d-Code fiir eine Teilmenge Y mit ay = ... = a4_1 = 0 ist

dadurch gerechtfertigt, dass ein (nicht notwendig linearer) Code der Lénge n iiber F, im
Sinne der Codierungstheorie nichts anderes ist als eine Teilmenge des Hamming-Schemas
H(g,n). Ist ndmlich Y C F}, so gilt:

Y ist ein d-Code im Sinne der Assoziationsschemata

<= Y ist ein Code im Sinne der Codierungstheorie mit Minimalabstand > d,

denn a; = ... = aq_1 = 0 bedeutet, dass Y keine Elemente enthalt, die in Relation
R; stehen fiir i = 1,...,d — 1. Fiir das Hamming-Schema heifst das dann, dass Y keine
Elemente vom Hammingabstand kleiner als d enthélt. Der Minimalabstand des Codes
Y ist also mindestens d. Das Problem, einen fiir gegebenes n und d moglichst grofen
(n, M, d)-Code iiber I, zu finden, ldsst sich somit direkt auf das Problem, einen mog-
lichst groken d-Code in H (g, n) zu finden, iibersetzen.

Allgemeiner ldsst sich der Begriff d-Code besonders gut in sogenannten metrischen As-
soziationsschemata interpretieren, die in Kapitel 5.2 in [4] genauer untersucht werden.
Dabei bezeichnet man ein Assoziationsschema (X, R) mit n Klassen als metrisch, falls
die Abbildung

p: X xX —{0,....,n}, p(x,y) =k = (z,y) € Ry

eine Metrik ist, und zusétzlich noch folgende Eigenschaft hat:

Sind z,y € X mit p(z,y) =k fiirein k € {1,...,n}, so gibt es ein z € X mit p(z,2) =1
und p(z,y) = k—1. Dies schlieft einige degenerierte Fille aus. Offenbar ist das Hamming-
Schema H (g, n) nach Definition metrisch.

Mithilfe einer weiteren Verteilung kann man ein Analogon zum Begriff des d-Codes
erhalten:
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3.3 Satz und Definition. Sei (X, R) ein Assoziationsschema mit n Klassen. Die duale
Verteilung einer nichtleeren Teilmenge Y von X ist definiert als

1 n
o N
ay, = _|Y| ;_0 qx(7)a;

fir k=0,...,n. Gilt dabei
/ / /
ay=ay=...=a, =0
fireint € {1,...,n}, sonennt man'Y ein t-Design. Man beachte, dass wir im Gegensatz

zum Begriff des d-Codes fiir ein t-Design auch a, = 0 fordern. Allerdings gilt wieder,
dass a; .y # 0 nicht gefordert wird . Die duale Verteilung ist reell und nicht negativ.

Beweis. Betrachte den Spaltenvektor u € CIXI mit

)1, fallszeY
10, falsz ¢y

also den charakteristischen Vektor von Y. Dann gilt

1

T
—u' Aju,
Y]

a; =

denn der Eintrag (A;u), zahlt die Anzahl der y € Y mit (x,y) € R;. Der Ausdruck
u? (A;u) summiert also alle Anzahlen der Paare auf, fiir die z € Y gilt, also u” A;u =
|R; N (Y x Y)|. Damit folgt nach Definition der Eigenwerte

1 n
/ _ .
a, = m ; qr(i)a;
1 — 1
=— Y q(i) (—uTAZ-u)
71 240 |7

_ ﬁ o7 (Z qk(i)AZ) u

=0

1

Da die E; idempotent sind, konnen sie nur die Eigenwerte 0 und 1 haben. Damit sind
sie positiv semidefinit, weil sie nach Satz (1.15)) hermitesch sind, also folgt aj > 0 fiir
jedes k=0,...,n. O

Die Darstellungen

u’ Aju und a) = UuTEku

Y

zeigen, wie eng die beiden Begriffe miteinander verbunden sind, und rechtfertigen die
Bezeichnung “duale Verteilung®.
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Der Begriff des t-Designs lasst sich nicht allgemein interpretieren. In den meisten Fallen
lasst sich aber eine “schone” kombinatorische Interpretation angeben. Um den Begriff
Design zu rechtfertigen, miissen wir das Johnson-Schema definieren:

Definition. Das Johnson-Schema J(v,n) ist eine Teilmenge des bindren Hamming-
Schemas H(2,n). Seine Grundmenge ist die Menge S* = {z € Fy | w(z) = n}, wobei
w(x) das Hamminggewicht von x bezeichnet, also w(z) = d(z,0). Da S} und S?_,, durch
Translation mit dem Einsvektor ineinander iibergehen, konnen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit 0 < n < [§] annehmen. Die Relationen R; (i = 0,...,n) des Johnson-
Schemas sind definiert durch

Ri:={(z,y) € 5, x S, [ d(z,y) = 2i}.

Dass J(v,n) ein symmetrisches Assoziationsschema ist, folgt genau wie beim Hamming-
Schema. Wir gehen nur kurz auf (A0) ein:
Fir z,y € Fy gilt:

d(z,y) = d(x +y,0) = w(z +y) = w(z) + w(y) - 2wz *y) = 2n = 2w(z *y),

wobei z * y das komponentenweise Produkt von z und y bezeichnet. Also ist d(z,y) fiir
alle x,y € S? eine gerade Zahl zwischen 0 und 2n, sodass die Relationen tatséchlich eine
Partition von S;, x S}, bilden.

Wir erinnern kurz an den Begriff eines ¢t — (v, k, A)-(Block)designs:

Definition. Ein Paar D = (P, B) bestehend aus einer Menge P mit |P| = v und einer
Menge B bestehend aus k-elementigen Teilmengen von P mit 1 < k < v heifst t— (v, k, A)-
Design (1 < A\, 1 <t <k), wenn gilt:

Jede t-elementige Teilmenge von P liegt in genau A Mengen von B.

Damit konnen wir die Interpretation von ¢-Designs im Johnson-Schema angeben:

3.4 Bemerkung. |4, Theorem 4.7| Eine Teilmenge Y C SY des Johnson-Schemas ist
ein t-Design im Sinne der Assoziationsschemata genau dann, wenn Y ein ¢ — (v, n, A)-
Design fiir ein passendes A ist, wobei die Vektoren aus Y als Inzidenzvektoren der Blocke
interpretiert und so mit ihnen assoziiert werden.

t-Designs in anderen Assoziationsschemata konnen ganz andere, von Blockdesigns un-
abhingige Interpretationen haben.

3.2 Codes und Designs in X (m,q)

In diesem Abschnitt gehen wir genauer auf das Assoziationsschema der symmetrischen
Bilinearformen iiber F, ein. Zunéchst miissen wir die Begriffe aus dem vorherigen Ab-
schnitt fiir X (m, q) neu definieren, da diese leicht von der obigen (allgemein iiblichen)
Definition abweichen. Die innere Verteilung fiir Teilmengen von X (m, ¢) unterscheidet
sich nicht von der fiir andere Assoziationsschemata (lediglich die Indizierung ist anders),
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aber die duale Verteilung definieren wir ohne den Vorfaktor. Dies macht einige Rech-
nungen etwas schoner. Codes und Designs beziehen sich hier nur auf den Rang, nicht
auf den Typ. Sdtze und Definitionen in diesem Abschnitt sind Abschnitt 1 in Kapitel 3
in [12] entnommen.

Definition. Ist Y C X(m,q) und (a;,) die innere Verteilung von Y, so nennen wir die
Zahlen
Qg = Z Qk,e (Z7 T>ai,7

die duale Verteilung von Y.
Y heiftt d-Code fiir ein d € {1,...,n}, falls gilt

a1 = a1,—-1 = ... = a4-1,1 = Qd—1,—-1 = 0.

Y heifst t-Design fiir ein ¢ € {1,...,n}, falls gilt

Versehen wir X(m,q) mit der Funktion p : X(m,q) x X(m,q) — {0,...,n},
p(A, B) = Rang(A — B), so kénnen wir d-Codes wieder direkt mit codierungstheore-
tischen Codes in Beziehung setzen. Denn offenbar gilt fiir alle A, B,C € X (m,q)

p(A,B) =0<= Rang(A—B)=0<= A—-B=0«<= A=B,
p(A, B) = Rang(A — B) = Rang(B — A) =p(B, A),
p(A,C) =Rang(A—C) = (A B+B-C)

< Rang(A — B) + Rang( C)=p(A,B)+p(B,C).

Also ist p eine Metrik. Auch ¢-Designs haben eine kombinatorische Interpretation, wir
geben sie hier ohne Beweis an. Wir erinnern noch einmal daran, dass X (m, ¢q) die Men-
ge der symmetrischen Bilinearformen ist, die auf einem m-dimensionalen Vektorraum

V(m, q) tiber F, definiert sind.

3.5 Bemerkung. |12, Theorem 3.11] Sei U ein ¢-dimensionaler Untervektorraum von
V(m,q) und A eine symmetrische Bilinearform auf U. Eine Teilmenge Y von X (m, q)
ist genau dann ein ¢-Design, wenn die Anzahl an Formen in Y, die eine Erweiterung
von A sind (d.h. die Anzahl an Formen in Y, deren Einschréinkung auf U gleich A ist),
unabhéngig von der Wahl von U und A ist.

Nun geben wir noch Systeme von Zahlen Ay, By, Cs, D sowie A, B!, C! D! an, die die
folgenden Rechnungen leichter machen, und die sich dhnlich wie die innere bzw. duale
Verteilung verhalten.
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Definition. Ist (a;,) die innere Verteilung einer Teilmenge Y von X (m,q) und (aj, )

ihre duale Verteilung, so definieren wir fiir 5,7 € {0,..., | 3]}

Ay = ageq + age—1 + Q2511 + G211,
B, = ags1 + ass,—1 + a2541,1 + A2s41,-1,
Cy = n(—=1)°q*(azs1 — ae-1),

Dy :=n(—1)°¢ *(ags+1,1 — G2s4+1,-1)

und

AL = ah,y +ay, oy Fag, g+,
B; = aér’l + a/2r,—1 + a,2r+1,1 + CL,2r+1,—17
C; = 77(_1>Tqir(a/2r7l - CLIQT,—I)’

D! = n(—l)rq_r(a/murm - al2r+1,—1)'

Wir erinnern noch einmal daran, dass wir a;, und aj , auf 0 setzen, falls diese nicht
definiert sind.

Man sieht leicht, dass die Kenntnis der Zahlen (As), (Bs), (Cs) und (Dy) dquivalent
zur Kenntis der inneren Verteilung ist. Denn diese Zahlen berechnen sich aus der in-
neren Verteilung und umgekehrt lasst sich die innere Verteilung wieder aus den Zahlen
(As), (Bs), (Cs) und (Ds) zuriickgewinnen:

Zunéchst haben wir Ay = Cy = ap ;. Dies kdnnen wir dann aus By = ag1 + a11 + a1,1
herauskiirzen und erhalten mit Dy = a,; — a;,_1 zwei linear unabhéngige Gleichungen
fir a;; und a;,_1, aus denen wir diese bestimmen koénnen. Wenn a;; und a; _; nun be-
kannt sind, konnen wir sie aus Ay = as; +as 1 + a1 1 +aq ;1 herauskiirzen und erhalten
mit C = n(—1)'¢ *(ag1 — az_1) wieder zwei linear unabhiingige Gleichungen fiir as
und ay ;. Diese konnen wir nun benutzen, um aus By = as; + a2 1 + ag; + a3 1 und
Dy = n(—1)'¢ *(az1 — as_1) die néchsten beiden Zahlen az; und a3 _; zu bestimmen.
Sind also im Allgemeinen alle a; » bis ¢ = h bestimmt, so erhélt man aj411 und api1 4
aus Ah+1 und Ch+1 falls h + 1 gerade ist, und aus Bh und Dh7 falls h + 1 ungerade

ist (also h gerade 1st) Iterativ erhiilt man so aus den Zahlen (As), (Bs), (Cs) und (Dy)
die innere Verteilung (a; ;) zuriick. Da die Zahlen (A.), (B..), (C/) und (D.) vollkommen
analog definiert sind, gilt dasselbe auch fiir die duale Verteilung (aj, ).

Der Grund fiir die Einfiihrung dieser Zahlen ist folgender Satz:

3.6 Satz. |12, Lemma 3.2| Sei ) # Y C X (m, q) und seien die Zahlen A, B, Cs und D
sowie A, B, C! und D.. wie oben mithilfe der inneren und dualen Verteilung definiert.
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Dann gilt mit n = [ %]

3

Dabei ist v, wieder die quadratische Gauf-Summe, die auch schon in vorkam.

Um (3.6)) zu beweisen, benotigen wir folgende Rechenregel fiir den Gaufk-Koeffizienten
2
in ¢*:

3.7 Lemma. Firn € Z,k € Ny (nicht beide gleichzeitig 0) gilt

I A T P ]

Fir den Fall k = 0 setzen wir dabei

Beweis. Wir erinnern zunichst nochmal an die Definition des Gauk-Koeffizienten in ¢:

n] k q2(n7i+1) _1
k g¥ — 1

=1

Den Fall k& = 0 erhalten wir sofort aus Satz (2.6). Wir zeigen nun die erste Gleichheit.
Seien dazu n € Z und k € N beliebig. Dann gilt

n—1 n—1 (n-1)—i+1) _ 1 Kzl 2((n-1)—i+1) _ ¢
q2k 2/<; H q " q |
k q21 -1

=1

nz)_l

2k TT 4 e T g
=4 H g% — 1 H g% —1 'q2(n—k)_1
i=1

k —1
:H&' TN it
J q2i -1 q q2(n—k) -1
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3 Codes und Designs

Wir dndern nun die Indizierung des Produktes der Zéhler um 1 und gleichen dies durch
Erganzen und Wegkiirzen der Randterme aus. An den Nennern &ndern wir nichts. Damit
erhalten wir

ﬁ q2(n7i+1) -1 q2(nfk) -1 q2n -1 B rk[ q2(n7i+1) -1 [n
J ¢? —1 ¢@n —1 2=k — 1 o - g2 —1 kLD
was zu zeigen war.

Fiir die zweite Gleichung vertauschen wir mit Lemma (2.6)) die Rollen von k und n — k
und benutze die bereits bewiesene Identitat. Wir erhalten

A R Rl i 3 s Rl i

Nun kénnen wir Satz (3.6) beweisen:
Beweis. Wir haben

/ / / / /
A, = (gpq + Aoy 1+ Agp_y g + Ao und As = ags1 + ags -1+ ags-11 + Aas-1,-1

und nach Definition der dualen Verteilung gilt
= Z Qi,T(k7 E)ak,e'
ke

Folglich
' / / /
A, = Aoy + Qg 1+ Agpq 1+ Qg 4

= Qora(k,€)are + Y Qara(k, €)a, +
ke ke
Z Q2r71,1(k, €)ak,e + Z Q2r71,71(/ﬁ E)ak,e
ke ke
= Z(er,l(k, €) + Qor—1(k,€) + Qor_11(k,€) + Qar—1.—1(k, €))ag..
ke

Wir berechnen nun fiir jedes Paar (i, 7) die Summe der vier Eigenwerte. Bei Rechnungen
dieser Art betrachten wir im Folgenden immer zunéchst die doppelte Summe, um nicht
durch 2 teilen zu miissen. Theorem ({2.7) liefert uns fiir gerades i = 2s # 0 und 7 €
{+1,-1}

2Q2r1 (1, 7) + 2Q2r, 11, 7) + 2Q2r—1,1(¢, T) + 2Q2,—1,-1(i, T)
= @"F" V(s = 1) = m(=1)°¢" P ENT (s — 1) (=1 FM (s)
_|_q2rF(mfl)( . )_7_77( 1)3 m—s+2r— 2F(m 2)( _ 1) 77( 1)rq7“F(m)<S)

CIETT (s = 1) (=1 g VR (s - 1)
“>Fm V(s = 1)+ (=1 g R (s - 1)

= 2q27"F£m*><s — 1) = 220 VET (s — 1),
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sodass die urspriingliche Summe den Wert ¢2 IV (s—1)—¢2=DF™ ™Y (5—1) hat. Mit
der Definition der Zahlen FT(m)(s) kénnen wir dies weiter umformen. Da die Konstanten

n und ¢ (nur) von der Dimension m des zugrundeliegenden Vektorraumes abhéngen,
schreiben wir fiir sie der Deutlichkeit halber n,, und ¢,,. Es folgt

¢ (s —1) — 20 DEMD (6 — 1)

=& (=1)riglr=De=i=1) {nml - j] {nml — (- 1)} Ao

. m—1
Np—1—T J

J=0

q2(r71) (_1)r717jq(r717j)(r717j71) { Nm-1 = J } {nm—l —(s— 1)1 A

Np—1 — T+ 1 ] ml

" . 4 . . , N1 — 7| [Mm—1 + 1 —5]|
= 37 gD 1y gl et T t Ay +
= Nm—1—T J

R o , me1—J mo1+1—s] ;
3 qgngu—g_n(_1)r—yq(r—a—1)(r—y—2>[ fim—1 7 J [” v s] Cm-1
= N1 — T + J

- —i (r=i)(r—i—1) | T'm— +1-—s5 . g a1 —J N1 — J
= 3 (—1ygrie 1){ 1 }q”c]m_l <q2(r n{ 1 ]} N { 1= 1D
J=0 J Np—1 — 1T N1 — T +

Wir konnten die zweite Summe anstatt bis » — 1 ohne Probleme bis r gehen lassen, da
der Summand fiir j = r wegen

{Z}:ommm

Null wird. Das liegt daran, dass in der Definition des Gauf-Koeffizienten der Zahler des
Faktors fiir i = n + 1 (der wegen n < k auftritt) gerade ¢?™~("+*D+D) 1 = ( ist. Aus
Lemma (3.7) bekommen wir

Nm—1 _j 2(r—j) Nm—1 _] - Np—1 — j + 1
+4q =
N1 — T+ 1 N1 — T Np—1 — T+ 1

und erhalten damit

" A N me1+1— o me1 —J+1
S (1) g e=i-y e P A L
= J Np—1 — 7+ 1
Wir betrachten kurz, wie n,, und n,, o bzw. ¢, und ¢,,1» zusammenhéingen. Nach De-
finition gilt

n. — L@J und ¢, = "M/

2k

Fiir gerades m = 2k haben wir
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und
2k(2k—1)/(2k) 2k—1

Cok = ¢ =4q

Fiir ungerades m = 2k + 1 haben wir

2
k+1J _
2

Nok+1 = L

und

(2k+1)(2k+1—1)/(2k) 2h+1

Cok+1 = (¢ =dq

Folglich
Nmi2 = Ny + 1 und ¢ = @Com.

Dies liefert
S et FI
s N1 — T Jj
nach Definition. Die Additionsformel
(s — 1) CVETT (s - 1) = F () ()

werden wir im Beweis weiterhin bendttigen.
Nun nutzen wir Theorem (22.7) noch einmal fiir die Félle i = 2s — 1 und 7 € {41, —1}.
Wir bekommen

2Q2r,1(4,7) + 2Q2r,—1(4, T) + 2Q2r—1,1 (4, 7) 4+ 2Q2r—1,-1 (¢, T)
= FEM (s — 1) 4 (=1 (s — 1)
+ @ Fm (s = 1) = n(=1)" ¢ F™ (s — 1)
. q2(r—1)F1ET1—1)(S _ 1) + T,r](_1)s—l—i—r—lqm—(s—l)—&-r—l—l,qur(Tl—l)(S _ 1)
_ QQ(T—I)FTT;U(S _ 1) _ 7'77(—1)S_H—T_lqm_(s_l)-i_r_l_l’quT(inl_l)(3 _ 1)
— 2q2TFT€m—1) s — 1) o 2q2(T—1)F£T‘1—1)<S o 1)7
sodass wir als urspriingliche Summe mit (x) wieder

q2rFr(m71)(S . 1) o q2(r—1)F(T1—1)(8 . 1) _ Fr(m+1)(8)

T

erhalten. Damit haben wir gezeigt, dass in der Summe

Z(Q2r,1(k7 €) + Qo —1(ky€) + Qop—11(k,€) + Qor—1—1(k, €))ag.,

ke

der Vorfaktor der Zahlen ag; 1, ass,—1,a2:s—11 und ags_1, fiir jedes s gleich ist, und zwar

Fr(mﬂ)(s). Wir kénnen diese also in der Summe zu A, zusammenfassen und erhalten
damit fiir jedes r die gewiinschte Gleichheit

AL = Fm(s)A,.
s=0

42



3 Codes und Designs

Man beachte, dass die Formeln in Theorem (2.7) zunéchst nur fiir Q (¢, 7) mit k,7 > 1
gelten. Man sieht aber sofort, dass sie auch im Fall £ = 0 richtig sind, denn dann ist

1
Qo,e(t,7) = % fiir jedes 1,

also Qo1(2s,7) = Qo1(2s —1,7) =1 = FO(mH)(s) wie gewiinscht, sodass wir diesen
Fall bei keiner der vier Gleichungen gesondert betrachten miissen. Eigenwerte der Form
Qr.(0,1) sind allerdings noch nicht durch diese Rechnung abgedeckt. Hier benttigt man
explizite Darstellungen der Zahlen Q((0,1) = v(k,€) (siehe dafiir etwa Proposition 2.1
in [12]) und muss die entsprechende Summe der Valenzen dann mit Satz und
s B (0) umformen. Wir werden den Spezialfall i = 0 bei den vier Gleichungen aus
Platzgriinden nicht beweisen.

Nun betrachten wir die zweite Gleichung. Nach Definition haben wir

r_ / / /
B, = Agpq + Qg 1 + Agpyq 1+ Aoppy 15
sodass wir mit denselben Argumenten wie zuvor nun fiir alle ¢ und 7 die Summe
2Q2r1 (4, 7) + 2Q2r,—1(2, T) + 2Q2r41,1(2, 7) + 2Q2r41,-1(4, T)

ausrechnen miissen. Mit Theorem (2.7) erhalten wir fiir gerades i = 2s # 0 und 7 €
{+1,-1}

¢ F (s — 1) — 7p(—1)5q" 22T (s — 1) 4 (= 1) g EM (s)
4 Em (s — 1) — y(=1)%¢™ 22 E D (5 — 1) — p(=1)"q F™)(s)
— ¢ Fm (s — 1) + m(=1)5¢" T Em=2 (s — 1)
— 7 F7 (s — 1) 4 mp(=1)°¢" 5T Em2 (5 — 1)
= 2mp(=1)'¢™" s+2'r’F(m 2)(5—1) —2r(—1)%g™" s+2r— 2F(m 2)( —1),

also mit (x)
¢ n(=1)°q"° (QQ’"FT(m’Q)(S —1) = " VE" (s - 1)) = ¢"n(—=1)*q  F)(s)
als urspriingliche Summe. Fiir ungerades i = 2s + 1 liefert Theorem ([2.7))

¢ F" () +n(=1)"q ’”F(m( )
+ g F D (s) = n(=1)"q" F™(s)
27‘F(m 1) (5) +r(— 1)s+r m—s+r— 17(1Fr(m71)(8)
2TF(m 1) (5) (—=1)TtrgmtTe 1%F74(m71)(8)
= 0.

43



3 Codes und Designs

Also ist der Vorfaktor von ass; gleich qmn(—l)sq_SFr(m)(s) und der von ags; gleich

—qmn(—l)sq_sﬂ(m)(s), fiir ungerade i ist der Vorfaktor von a; , gleich 0. Nach Definition
der Zahlen Cy kénnen wir also nun fiir jedes r schreiben

Bl =" S F(s)C
s=0

damit ist die zweite Gleichung bewiesen.
Nun zeigen wir die Formel fiir die Zahlen C]. Nach Definition haben wir

Cr/‘ = n(_l)rqir<a/2r,1 - a/2r,71>7
sodass wir dieses Mal
Qar1 (4, 7) — Qar,—1(4,7)
betrachten. Theorem (2.7)) liefert uns fiir gerades i = 2s # 0 und 7 € {+1, -1}
¢ F D (s = 1) = (=1)°q" R (s — 1) 4 (= 1) g E (s)
(@ FI (s = 1) = mn(=1)g" 2R s = 1) = n(=1) B (s))
= 2n(=1)"q" F"™(s),
und somit ist n(—l)’qTFr(m)(s) die Summe der beiden Eigenwerte. Wegen n(—1) €
{+1,-1} ist n(—1)*>" = 1, sodass nach Multiplikation mit n(—1)"¢™" aus der Defini-
tion der C! lediglich Frgm)(s) als Vorfaktor von ags, iibrig bleibt. Dasselbe rechnen wir
mit Theorem ({2.7) nochmal fiir ungerades ¢ = 2s+1 und 7 € {+1, —1} aus. Hier erhalten
wir
QTFT)’L 1) +77( 1)r T‘F( )(S)
( QT’Fm 1) n( 1)7“ rF(m)(S)>
= 29(=1)"q"F"™(s),

r

(s)
'(s)

S

und damit mit denselben Argumenten Fr(m)(s) als Vorfaktor von agsi; .. Also haben
(25,1, 25,1, G2s+11 UNd agey1, 1 fiir jedes s denselben Vorfaktor, sodass wir nach Defini-
tion der B, schreiben konnen

C. =) F™(s)B
s=0

Nun bleibt noch eine Gleichheit zu zeigen. Die Zahlen D, sind definiert als

D, =n(—=1)"q " (a1 1 — Aoy 1),

hier miissen wir also fiir alle Paare (i,7) die Summe

Q2r11,1(4,7) — Qarg1,-1(2,7)
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3 Codes und Designs

ausrechnen. Fiir gerades i = 25 # 0 und 7 € {+1, —1} liefert uns Theorem ([2.7)
@ E s — 1) 4 () ) s 1)
(= g ECI(s — 1) (1) E (s - 1)
=0
und fiir ungerades ¢ = 2s+ 1 und 7 € {41, —1} erhalten wir
— T Em () 4 (= 1)5Hgmm+ =1y, Fm=1)(g)
_( _ q2rFT§m—1)(8) — rp(=1)strgmstr- 1,qu(m D(s))
= 2rpp(—1)Hrgmstr Ly, R (g

also Tn(—1)*rgm=str=1y FV(s) also Summe der beiden Eigenwerte. Nach Multipli-
kation mit n(—1)"¢~" aus der Definition der Zahlen D! bleibt noch

Tq" I (=1) g Fm ()

tibrig. Also ist der Vorfaktor von ags; ;1 gleich qm_lyqn(—l)sq_sFrgm_l)(s) und der von
a2st1,-1 gleich —qulvqn(—1)sq*5F,~(m_1)(s). Da die Vorfaktoren der a;, fiir gerades i
gleich 0 sind, konnen wir nach Definition der Dy fiir jedes r schreiben

Ty FmU(s)D
s=0

Damit ist das Theorem bewiesen. O

Damit haben wir Systeme von Zahlen gefunden, die dieselben Informationen wie die
innere bzw. duale Verteilung enthalten. Mithilfe dieser beiden Systeme kénnen wir nun
Abschétzungen fiir die Kardinalitit von d-Codes in X (m, q) beweisen.
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4 d-Codes in X(m,q)

In diesem Kapitel arbeiten wir Abschnitt 2 in Kapitel 3 in [12] aus. Dazu beweisen wir
zundchst die dort gegebenen Rechenregeln und leiten anschliefend eine Schranke fiir
die Groke von d-Codes in X (m, q) her. Zum Schluss geben wir einen Ausblick auf noch
ungeloste Fragen und weitere Forschungsmoglichkeiten.

4.1 Vorbereitung der Beweise

Um die Satze in diesem Kapitel zu beweisen, bendtigen wir Eigenschaften des Gauf-
Koeffizienten und der Zahlen ™ (s). Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis des folgenden
Satzes:

4.1 Satz. [12| Gleichung (2.8)] Fir j € {0,...,n} gilt
J
6o b
=0 LMY J

Daber 1st wieder
m

n = L_J und c = qm(m—l)/(2n)‘
2

Wir zeigen dazu zwei Hilfsaussagen, die am Ende von Kapitel 2 in [12] zu finden sind.

4.2 Satz. Firn € N und a,b € R gilt

n—1 n
H(a + ) = {Z] ¢F =D gk
k=0 k=0

Beweis. Wir schreiben

n

(a+0)(a+gb)(a+q'b)...(a+ " Vb) =" f(n,k)a"*"

k=0

und erweitern um den nachsten Faktor

n

(a+b)(a+¢*b)(a+q*)... (a+ q2("_1)b)(a + ¢*"b) = ( f(n, k‘)akb"_k> (a+ ¢*"b).

k=0

Der Koeffizient von a"™'="b" ist fiir r € {0,...,n + 1} gegeben durch

fln+1,r) = f(n,r)+¢" f(n,r—1), (*)
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4 d-Codes in X(m,q)

beachte dabei f(n,—1) = f(n,n + 1) = 0. Wir zeigen nun mit vollstindiger Induktion
nach n, dass fiir alle r < n gilt

Wir {iberpriifen zunéchst den Fall n = 1:

0

1 1
H(a + D) =a+b= M ¢" Va0 4 H a1t = £(1,0) -a+ f(1,1) - b.
k=0
Nun gelte

) =[]

fiir ein festes n € N und alle » < n. Mit der Rekursionsformel (x) erhalten wir fiir ein
beliebiges r € {1,...,n}

fn+1,r) = f(n,r) +¢"f(n,r — 1)

n T(r— n n T— rT—
r r—1

_ n e (e n
=g 1)({14_&( ( 1))[ })
r r—1

— qr(r‘fl) |:n + 1:|
r

nach Lemma (3.7). Fiir die Randfélle » = 0 und r = n + 1 beachte man, dass ein
Summand in der Rekursionsformel (x) gleich 0 ist, und wir auch hier wegen

=[] -

das richtige Ergebnis erhalten. O]

WLl

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei n > k > i, sonst sind beide Seiten
der Gleichung gleich 0. Wir benutzen lediglich Standardtechniken wie Indexverschiebung,
Aufteilen eines Produktes in zwei Produkte und Umkehrung der Z&hlrichtung. Damit

4.3 Satz. Firn,k,i € Ny gilt
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4 d-Codes in X(m,q)

erhalten wir

k i
nl lk q2(7’b r+1) q2(k r+1) _ 1
L (e

B iq2(n—r+1) q 2(n—r+1) _q ¢ q 2(k=r+1)
(e )(H ) )

r=1

B [ gn=i=r+) 1 2(k r+1) li[ g —1 2(k—r+1) _ 1
| 2+ — 1 -1
LY r=1 = r=k—i+1

k—i =i+ k—i q2(k r+1) _ 1 i 2=+ _ 1
q27"_1 H q2r+z)_1 H 27’_1

r=1

r=k—i+1

(o] _ 2(k—r+1) 1 2(k—r+1) -1
_nj|n—1 q g%
_zlk }(H r-‘rz)_l)( H ¢ —1 )

r=k—i+1

Nun zeigen wir noch, dass die hinteren beiden Produkte den Wert 1 haben. Dazu durch-
laufen wir die Produkte im Nenner riickwérts und erhalten

i;[i G+ ﬁ =+ _ g
q2((h=i=r+1)+i) _ g2li—r+h—it1) _ 1

r=1 r=k—i+1

k—i q2(k 1) _ q 2(k—r+1) _ 1
- Hq(kr—H H @D — 1

r=1 r=k— z+1

= 1 ]
Nun kénnen wir Satz (4.1]) beweisen.
Beweis von ({{.1]). Zu zeigen ist

3 [l 5]

r—=

fiir j € {0,...,n}. Nach Definition der Zahlen Fr(m)(s) gilt

] R o e e e e

r=0 r=0 =0
n—r|ln—1i||n—s|;
_ZZ rz rz)(rzl)|i _‘||: _:||: . :|CZ.
—0 i=0 n J n r ]

Die zweite Summe konnen wir auch bis j laufen lassen, da der zweite Gauf-Koeffizient
nur fiir ¢ < r ungleich 0 ist. Wegen r < j geht kein Summand verloren und alle hin-
zukommenden Terme sind gleich 0. Nun kénnen wir die Summen vertauschen und die
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4 d-Codes in X(m,q)

andere Summe von 7 bis j laufen lassen (nur dann sind beide Gauf-Koeffizienten ungleich
0). Wir erhalten dann mit Satz (4.3)

j .
2:(_1)%4qwf@@fr4)71—7“ n—il[n—s] ;
r=i n—jln—r 7
j . . .
S| ; Y n—i|[j—1

7 _17"1(7’ i) (r—i—1)
i0|: ‘ }C;( )" n—7jl||r—:1

o3l T h G
i=0 n=J175 r

r

I M“‘

=0

3

]

I Mb

<

Auf die innere Summe wenden wir nun Satz (4.2) mit n = j —é,a =1 und b = —1 an

und erhalten
7 j—i—1

I [n—s Jn—1 o
2[5 L Mo
Wir sehen sofort, dass das Produkt fiir j —i > 1 gleich 0 ist, da dann der Faktor 1 — ¢*°
vorkommt. Also kénnen wir j — ¢ < 0 annehmen, d.h. j < 4. Zusammen mit ¢ < j (da i
von 0 bis j lauft) haben wir i = j und in diesem Fall hat das Produkt den Wert 1. Wir
konnen es also durch das Kronecker-Delta ersetzen und erhalten

] P e Y

wie gewiinscht. O]

4.2 Schranken fiir d-Codes

Wir benutzen nun Satz (4.1)), um eine Schranke fiir d-Codes herzuleiten. Dazu zeigen
wir zwei Sédtze, die wir schliefslich zu einem Theorem zusammenfassen.

4.4 Satz. |12, Lemma 3.5] Sei Y ein (2d —1)-Code in X (m,q) fir ein d € N. Dann gilt:

¥ < gD/ 2=d+ 1) fiir gerades m
g+ D/2=d+1) - fiir yngerades m

1
Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn Y ein (2t + 2)-Design mit t = {%J —d 1ist.

Beweis. Sei (a;,) die innere Verteilung von Y und seien (Ay) und (A!) die den Vertei-
lungen zugeordneten Zahlen aus (3.6). Auferdem sei

{m—i—l
n =

—J und ¢ = gmm+H/en),
2
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4 d-Codes in X(m,q)

Aus Satz (4.1) mit j =n — d+ 1 und Satz (3.6)) schliefen wir

n—d+1 n
— n—r
A= Y Fm(s)A
d—1}* {d—JSQ A

r=0

_ . A ni_l n—r F(m+1)(s)_cnd+li n—s A

B ° d—1]"7 B n—d+1]"
s=0

Da Y ein (2d — 1)-Code ist, ist a;, = 0 fiir 0 < ¢ < 2d — 1, und damit A; = ass; +
Ags,—1 + Q2511 + a2s—1,-1 = 0 fiir 0 <7 < d, d.h. die Summanden auf der rechten Seite
fir s = 1,...,d — 1 sind alle gleich 0. Mit Lemma und Theorem haben wir
Ao =apy =1und Ay =ap; =3, Qoi(i,7)air =D, air = Y] Wegen

ﬁ]20ﬁ1n<k

sind alle Summanden fiir s > d gleich 0, also ist auf der rechten Seite nur der Summand
fiir s = 0 ungleich 0, sodass sich die Summe auf

n—d+1 n . n
- Al _ A n—d+l
E:ld—J r=°© {n—d+J

r=0

reduziert. Der Term fiir r = 0 in der linken Summe ist

el

Bringen wir diesen auf die andere Seite, so erhalten wir mit Lemma (2.6

S ey

r=1

Da die linke Seite nach Satz (3.3) und der Definition der (A]) reell und nicht negativ
ist, muss also
|Y’ S Cn—d-i—l

gelten. Fiir gerades m = 2k haben wir

. {2%;— 1J — k und ¢ = @RERFD/@E) _ 2kl _ gt

und damit
|Y| < (qm+1)k—d+1 _ q(m+1)(m/2—d+1)'

Fiir ungerades m = 2k — 1 haben wir

2k —1+1
n = LT—FJ — & und ¢ = g@k-DEE-1+1/(2k) _ 2=l _ om
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4 d-Codes in X(m,q)
und damit
’Y’ < (qm)k7d+1 — qm((m+1)/27d+l)’

was zu zeigen war.
Gilt nun sogar Gleichheit, so muss die linke Seite der Gleichung gleich 0 sein. Da keiner
der Gauhk-Koeffizienten 0 ist, muss also

gelten. Wieder mit Satz (3.3) und der Definition der (A’) folgt daraus, dass

all,l = all,—l == a,2(n—d+1),1 = a;(n—d+1),—1 =0,
. . . . m+1 .
also ist Y ein (2n — 2d 4 2)-Design mit n = — | etwas anders aufgeschrieben also
1
ein (2t 4 2)-Design mit ¢ = {%J —d. []

Insbesondere konnen (2d—1)-Codes in X (m, ¢) konstruiert werden, die diese Schranke
mit Gleichheit erfiillen, sie ist also optimal. Aufserdem ist die innere Verteilung von Y im
Fall, dass Gleichheit gilt, eindeutig bestimmt, siehe dazu Kapitel 4 in [12] und Theorem
3.9 in [12).

Die néchste Schranke, also Satz , gilt nicht fiir beliebige d-Codes in X (m,q). Wir
benotigen dafiir folgenden Begriff:

Definition. Eine Teilmenge Y von X (m,q) heift additiv, wenn sie eine Untergruppe
von (X (m,q),+) ist.

Fiir die innere Verteilung eines additiven Codes gilt:
4.5 Lemma. [12| Ist Y C X (m,q) additiv, so gilt fir alle i, T
Q; r = |Y N Xi,T|a

wobei X, ; wieder die Menge aller symmetrischen Bilinearformen in X (m,q) mit Rang
1 und Typ T ist.

Beweis. Fir i, 7 ist

und
R, ={(A,B) e X(m,q) | A— B e X,.}.

Wir betrachten alle Paare der Form (A,0) mit A € X, .. Dies sind |X, | Stiick und
genau die Elemente in R; ;, deren zweite Komponente gleich 0 ist. Nun konnen wir jedes
Element (A, B) € (Y xY)NR, . schreiben als (A—B,0)+(B, B) mit A—B € YNX,, und

52



4 d-Codes in X(m,q)

B € Y und diese Zerlegung ist offenbar eindeutig. Da Y additiv ist, liefert umgekehrt
jede solche Zerlegung ein Element von (Y x Y) N R; ;. Also gilt

(Y XY)N R .| =Y NX;| Y]
und wir erhalten

a;

1 1
ir = g (VXYY O Rl = 1o IV 0 X - V] = Y0 X =

Fiir einen additiven d-Code konnen wir mithilfe eines inneren Produktes (-,-) einen
Dualraum definieren.

Definition. Sei x : F;, — C* ein nicht trivialer Charakter. Dann definieren wir
(4, B) = x(tr(AB))

Offenbar ist (-,-) symmetrisch und linear in jeder Komponente. Fiir eine additive Teil-
menge Y von X (m, q) definieren wir den Dualraum Y+ (bzgl. (-, -)) als

Y+ :={B € X(m,q) | (A,B) =1 fiir jedes A € Y}.

Wir sehen sofort, dass Y1 additiv ist. (-,-) ist zwar kein Skalarprodukt, aber die Defi-
nition ist analog zu der Definition des Orthogonalraums in euklidischen oder unitiren
Vektorrdumen. Man beachte, dass das innere Produkt hier fiir ein Element des Dual-
raums immer den Wert 1 haben muss, da dies das Neutralelement im Zielbereich von

(-,-) ist.
Wir werden folgende Eigenschaft des Dualraums ohne Beweis verwenden:

4.6 Satz. [5, Theorem 7| Sei Y C X(m,q) additiv und Y+ der Dualraum von Y. Sei
auferdem (al ) die duale Verteilung von Y und (ai,) die innere Verteilung von Y.
Dann gilt fir jedes v,

|Y|ail,7' = a’{i,T'

Nun kénnen wir die nachste Schranke herleiten:

4.7 Satz. |12, Lemma 3.6| Sei Y ein additiver 2d-Code in X (m,q) fir ein d € N. Dann
qilt:

v < gmm/2—d+1) , falls m gerade
= | ¢UrtDn=0/2=d+1) - f4lls m ungerade

Beweis. Sei (a;,) die innere Verteilung von Y und seien (By) und (C)) die den Vertei-
lungen zugeordneten Zahlen aus (3.6). Auferdem sei

n = LTJ und ¢ = ¢mm=H/Cn),
2
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4 d-Codes in X(m,q)

Aus Satz (3.6) und Satz (4.1)) mit j = n — d + 1 erhalten wir

n—d+1 n—d+1 n
n—d+1 n—r O = n—d+1 n—r F(m) B
oy e ey [ e

r=0 r=0
n n—d+1 n—r

_ qn—d+1 ZBs Z {d B 1] F,gm)(s)
s=0 r=0

mediix~| n—s
= () dHZ {n—d—l—l}Bs'

DaY ein (2d)-Code ist, ist a; » = 0 fiir 0 < ¢ < 2d und damit By = ags1+a2s -1+ 025411+
ass+1,—1 = 0 fiir 0 < s < d, d.h. die Summanden auf der rechten Seite fiir s =1,...,d—1
sind gleich 0. Aufgrund des Gaufk-Koeffizienten werden wie im vorherigen Beweis alle
Summanden fiir s > d gleich 0, sodass in der Summe auf der rechten Seite nur der Term
fiir s = 0 tibrig bleibt. Mit By = ap1 +a11 +a1-1 = 1+ 0+ 0 = 1 erhalten wir mit

Lemma (2.6

n—d+1
n—d+1 n—r o n—d+1 n _ n—d+1 n
T D A e N e et P

r=0

Wir iiberlegen uns nun, dass die linke Seite der Gleichung durch |Y| teilbar ist: Zun#ichst
ist jeder Summand nach Definition der C; = n(—1)"q " (ay,; — a5, ;) ein ganzzahliges
Vielfaches von (aj,, — a, _;), da r < n —d+ 1 und der Faktor ¢~" somit von ¢"~*!
ausgeglichen wird. Da wir nach Satz (4.6) wissen, dass die duale Verteilung (a;,) von
Y gleich dem |Y|-fachen der inneren Verteilung von Y+ ist, und diese nach Satz (4.5))
ganzzahlig ist, ist jeder Summand auf der linken Seite durch |Y'| teilbar. Folglich ist auch
die rechte Seite durch |Y| teilbar. Da Y eine Untergruppe von X (m, q) ist, teilt |Y'| nach
dem Satz von Lagrange die Gruppenordnung |X(m,q)|. Da X(m,q) ein Vektorraum
iiber F, ist, ist |X(m,q)| = ¢ fiir ein k € Ny, sodass auch |Y| von der Form ¢' fiir ein
[ € Ny sein muss.

Sei nun p die Primzahl, die ¢ teilt. Dann teilt p natiirlich auch |Y]. Da [dfl} nicht durch
p teilbar ist (Zahler und Nenner aller Briiche in der Definition sind ungleich 0 modulo
p), muss |Y| also (cq)"~%*! teilen, und wir erhalten

‘Y‘ S (Cq)n_d—H.

Wir formen diesen Ausdruck nun noch wie im Beweis von Satz (4.4) in die gewiinschte
Form um. Zunéachst sei m = 2k gerade. Dann haben wir

2k ,
— L?J — kund ¢ = q2k(2k—1)/(2k) _ qu¢-17

also
Y] < (cq)™ ! = (P 1g)hdtl = gmim/2=d+1)
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Nun sei m = 2k + 1 ungerade. Dann ist

2k+1
" — { 2+ J — k und ¢ = qREFDERI-D/28) _ 2k

und wir erhalten

|Y| < (Cq)n—d-‘rl — (q2k+1q)k—d+1 _ q(m+1)((m_1)/2_d+1) O

Das folgende Theorem liefert eine optimale Schranke fiir beliebige, additive d-Codes
in X(m,q):

4.8 Theorem. [12, Theorem 3.3| Sei Y ein additiver d-Code in X (m,q) fiir ein d € N.

Dann gilt:
vi<{d
q

m(m—d+2)/2
m+1)(m—d+1)/2

falls m - d gerade
falls m - d ungerade

Beweis. Hier miissen wir nur noch die Sétze (4.4) und (4.7) zusammensetzen. Wir be-
trachten zunéchst den Fall, dass m — d gerade ist. Sind m und d = 2e beide gerade, so
liefert Satz (4.7)

Y] < qm(m/QfeJrl) _ qm(m726+2)/2 _ qm(mfd+2)/2.

Sind m und d = 2e — 1 beide ungerade, so erhalten wir mit Satz (4.4)

Y| < qm((m+1)/276+1) _ qm(m+1f2e+2)/2 _ qm(mfdJrQ)/Q.

und die Schranke ist fiir diesen Fall gezeigt.
Sei nun m — d ungerade. Ist dabei m gerade und d = 2e — 1 ungerade, so liefert Satz

(4.4)

V] < gUmtD0m/2=e+1) _ gOmn)(m=2e4+2)/2 _ g (m1)(m—d+1)/2,
Ist m ungerade und d = 2e gerade, so erhalten wir mit Satz (4.7)

Y] < q(m+1)((m—1)/2—e+1) _ q(m+1)(m—1—26+2)/2 — mFD)(m—d+1)/2.

q
Damit ist das Theorem fiir alle mm und d bewiesen. O

Konstruktionen von additiven d-Codes in X (m, ¢), fiir die in Theorem (4.8)) Gleichheit
gilt, findet man in Kapitel 4 in [12].

4.3 Ausblick auf weitere Forschung
Wie wir im obigen Abschnitt gesehen haben, haben d-Codes mit ungeradem d schéne und
bereits gut untersuchte Eigenschaften: Die Schranke hingt nicht davon ab, ob der Code

additiv ist oder nicht, und bei Gleichheit ist die innere Verteilung des Codes eindeutig
bestimmt. Uber d-Codes mit geradem d ist dagegen weniger bekannt. Satz (4.7) gilt
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(zumindest mit dem angegebenen Beweis) nur fiir additive Codes und bei Gleichheit ist
die innere Verteilung des Codes im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Siehe etwa
Tabelle 1 in [12] fiir die vier verschiedenen maoglichen inneren Verteilungen eines 2-Codes
in X(4,3). Dort wurden mit einem Computer alle moglichen Verteilungen berechnet.

Natiirlich kann man fiir einen (2d)-Code auch Satz benutzen, indem man ihn als
(2d—1)-Code betrachtet. Die so erhaltene Schranke lasst sich aber noch etwas verbessern.

4.9 Theorem. [12, Proposition 3.7] Sei Y ein (2d)-Code in X (m,q). Dann gilt:

1 —m—+2d—1
q(ﬂ”ﬂrl)(ﬂ”b/ZdH)—i_q—1 fiir gerades m
Y] < 14 g—_tn—f—l
qm((m“)/Q—d“)T fir ungerades m
q

Beweis. Sei wieder (a; ;) die innere Verteilung von Y und (A;), (Bs), (Cs) sowie (A%), (BL),
(C!) die den Verteilungen zugeordneten Zahlen aus (3.6)).
Zunéchst sei m = 2n gerade. Wir betrachten

n—d+1 n—r
> 2] rac

r=0

und erhalten mit Satz (3.6) und Satz (4.1)) daraus (man beachte, dass wir (4.1)) mit

demselben n aber zwei verschiedenen Zahlen ¢ benutzen, da wir einmal FT(mH)(s) und

einmal F\™ (s) in der Summe stehen haben)

n—d+1 n n
n—r
) (S mee ey o)
s=0 s=0

n n—d+1 n r n—d+1 n ”
= A, o | EimtY B, | Em

_ n |: n—s :| (AS (q(m+1)m/(2n))n7d+1 i qu (qm(m—l)/(2n))n7d+1>
=0

__(m=1)(n—d+1) n—s 2(n—d+1)
= e S L) @A),
Da Y ein (2d)-Code ist, haben wir a;, = 0 fir 0 < i < 2d und 7 € {+1,—1}, und
damit Ao = BO = Qg = 1 sowie A.; = Q24,1 + A2s,—1 + A2s—1,1 + A2s—1,—1 = 0 und BS =
Q251+ Qos,—1 + Q25411 + Q25111 = 0 fiir 0 < s < d. Fiir s > d sind die Gauk-Koeffizienten
gleich 0, sodass wieder nur der erste Term der Summe ungleich 0 ist. Bringen wir nun
den Term fiir » = 0 in der urspriinglichen Summe auf die rechte Seite, so erhalten wir
wieder mit Ay = Cy = ag; = |Y|

n—d+1
> {Z _ ﬂ (4] +4C;) = Ll " J (qim= D=1 (=) 4 g) — (g + 1)|Y]) .

r=1
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Da die linke Seite nach Satz (3.3)) nicht negativ ist, erhalten wir
q(m—l)(n—d—i-l) (q2(n—d+1) + q) B q(m+1)(n—d+1) (1 4 q—2(n—d+1)+1)
q+1 q+1

(mﬂmwgwﬂ1+q%HM1
g+1

Y] <

Sei nun m = 2n + 1 ungerade. Hier betrachten wir

n_zdfl [Z_ J (B, +qC))

r=0
und erhalten mit Satz (3.6) und Satz (4.1)) daraus

n—d+1

Z{ }( ZF C+qZF )
S et f )

_ n—s n—d+1 n—d+1
_ mer (m(m=1)/(2n) B. (gmm=1/@n) )
O[n—d+1} (q (g ) +aB; (g )

_m(n—d+1) - n—s m B
ey | O e an),

Genau wie oben haben wir By = Cy = ap1 = 1 sowie By = ags1 + Q251 + Q25411 +
ags+1,—1 = 0 und C5 = n(—1)°¢ *(agsq — azs—1) = 0 fiir 0 < s < d, da Y ein (2d)-Code
ist. Also ist wieder nur der erste Term der Summe ungleich 0. Bringen wir nun den
Term fiir » = 0 in der urspriinglichen Summe auf die rechte Seite, so erhalten wir mit
Co=ay, = |Y|und By =a'0,1 +a}; +a;_; = |Y|+a}, +a)_, schlieklich

n—d+1
n / /
Ll J(all—i—all +Z { ]B—l—qC)

-0 e o - @ o

Da die linke Seite nach Satz (3.3)) nicht negativ ist, erhalten wir
qm(n—d+1)(qm +q) _ qm("’dﬂ) q"+q"q "q

qg+1 g+1
m-+1

O " gr(mn2-arn LT 0
qg+1 qg+1

Y <
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4 d-Codes in X(m,q)

Mit Theorem haben wir eine Schranke fiir beliebige (2d)-Codes in X (m, q) ge-
funden. Allerdings ist (im Gegensatz zu Satz (4.4))) nicht klar, ob diese Schranke optimal
ist, d.h. ob fiir jede Wahl der Parameter m und ¢ auch (2d)-Codes existieren, die die
Schranke mit Gleichheit erfiillen.

Die Eigenschaften a;,, a; . > 0 fiir alle 4, 7 machen es moglich, das Abschétzen von Gro-
fsen von d-Codes als lineares Programm zu betrachten. Denn nach Lemma haben

WIr
‘Y‘ = Z ai,T

i,T

und konnen damit das lineare Programm

maz Y| => a;,
1,7

st. a;r >0
@i =D Qir(k,€)ape >0

ke
a1,+1 =0
(d—1,41 =0

betrachten. Da jeder d-Code diese (Un-)Gleichungen erfiillen muss, kann die Grofe des
grofitmoglichen d-Codes in X (m, ¢) nicht grofer sein, als der Maximalwert des linearen
Programms. Es ist aber theoretisch mdglich, dass das Optimum des linearen Programmes
grofer ist, als die Kardinalitdt des grofsten d-Codes, da nicht jede beliebige Folge von
Zahlen (a; ) zu einem d-Code gehort (zum Beispiel konnte die Summe aller Zahlen nicht
ganzzahlig sein). Es gibt aber Hinweise darauf, dass Satz die optimale Losung des
linearen Programms liefert. Schmidt hat dies mit dem Simplex-Algorithmus fiir mehrere
kleine Werte von m und ¢ iiberpriift. Dies ist allerdings nicht bewiesen und bedarf
weiterer Nachforschung.

o8



5 Zusammentassung und Fazit

Diese Arbeit soll in die Theorie der Assoziationsschemata einfiihren und diese am Bei-
spiel des Assoziationsschemas der symmetrischen Bilinearformen iiber F, mit der Co-
dierungstheorie verbinden. Nachdem wir die Grundlagen der Theorie gegeben und an
einigen Beispielen verdeutlicht haben, haben wir dem Vektorraum der symmetrischen
Bilinearformen X (m, q) die Struktur eines Assoziationsschemas gegeben. Anschlieftend
sind wir ndher auf die Struktur von Teilmengen eines Schemas eingegangen und haben
Beziige zur klassischen Codierungstheorie hergestellt. Zum Schluss haben wir Codes und
Designs in X (m, ¢) untersucht und konnten optimale Schranken fiir additive d-Codes fin-
den. Im nicht additiven Fall weifl man nur tiber d-Codes mit ungeradem d Genaueres.
Dagegen sind d-Codes mit geraden d noch ziemlich mysterits, da nicht klar ist, ob die
Schranke, die wir fiir additive Codes bewiesen haben, auch fiir nicht additive Codes
gilt, und ob die anschliekend bewiesene Schranke die optimale Schranke fiir d-Codes mit
geradem d ist. Hier besteht weiterer Forschungsbedarf.
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